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Presentation 


Estimado  [a]  profesor  [a], 

Estimado  [a]  estudiante: 

Les  presentamos  la  tercera  edicion  del  libro  Matematicas  III,  destinado  a  es- 
tudiantes  del  tercer  semestre  de  Bachillerato  de  la  Universidad  Autonoma 
de  Sinaloa.  Matematicas  III,  es  la  asignatura  en  la  que  se  estudia  la  geo- 
metria  y  la  trigonometria.  Con  este  estudio,  se  promueve  que  el  estudian¬ 
te  analice  las  caracteristicas  y  propiedades  de  las  figuras  geometricas  planas,  que  le 
permitan  plantear  y  resolver  problemas  que  tienen  que  ver  con  la  cuantificacion  de 
magnitudes  del  espacio  y  propiedades  fisicas  de  los  objetos  que  lo  rodean.  Ademas, 
debido  a  su  naturaleza,  la  geometria  es  un  magnifico  recurso  para  el  desarrollo  de  la 
creatividad,  el  pensamiento  logico  inductivo  y  deductivo,  el  razonamiento  critico  y 
la  capacidad  de  comunicar,  argumentar  y  estructurar  mejor  ideas.  Asimismo,  la  geo¬ 
metria  como  modelo  de  disciplina  organizada  logicamente,  ofrece  la  oportunidad 
de  explorar  en  la  medida  de  lo  posible,  la  estructura  formal  de  las  matematicas.  Por 
lo  anterior,  Matematicas  III  favorece  especificamente  el  desarrollo  de  las  siguientes 
competencias  disciplinares  basicas: 

•  Competencia  1.  Construye  e  interpreta  modelos  matematicos  mediante  la  apli- 
cacion  de  procedimientos  aritmeticos,  algebraicos,  geometricos  y  variacionales, 
para  la  comprension  y  analisis  de  situaciones  reales,  hipoteticas  o  formales. 

♦  Competencia  2.  Formula  y  resuelve  problemas  matematicos  aplicando  diferentes 
enfoques. 

♦  Competencia  3.  Explica  e  interpreta  los  resultados  obtenidos  mediante  proce¬ 
dimientos  matematicos  y  los  contrasta  con  modelos  establecidos  o  situaciones 
reales. 

♦  Competencia  4.  Argumenta  la  solucion  obtenida  de  un  problema,  con  metodos 
numericos,  graficos,  analiticos  o  variacionales,  mediante  el  lenguaje  verbal,  ma- 
tematico  y  el  uso  de  las  tecnologias  de  la  informacion. 

♦  Competencia  6.  Cuantifica,  representa  y  contrasta  experimental  o  matematica- 
mente  las  magnitudes  del  espacio  y  las  propiedades  fisicas  de  los  objetos  que  lo 
rodean. 

♦  Competencia  8.  Interpreta  tablas,  graficas,  mapas,  diagramas  y  textos  con  simbo- 
los  matematicos  y  cientificos. 
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En  cuanto  a  las  competencias  genericas,  Matematicas  III  promueve  principal- 
men  te,  el  desarrollo  de  aquellas  competencias  relacionadas  con  las  categorias  "se 
expresa  y  comunica  (competencia  4)"  y  "piensa  critica  y  rejlexivamente  ("competencias 
5  y  6)",  las  cuales  permiten  expresar  ideas  y  conceptos  mediante  representaciones 
matematicas,  asi  como  resolver  problemas  de  una  manera  critica  y  reflexiva.  Ademas, 
la  gran  relevancia  que  tiene  el  usar  estrategias  basadas  en  el  trabajo  colaborativo,  per- 
mite  incidir  en  el  desarrollo  de  la  competencia  que  alaletra  dice: " Participa y  colabora 
de  manera  efectiva  en  equipos  diversos  (competencia  8)". 

Para  el  logro  de  estos  objetivos,  esta  nueva  edicion,  al  igual  que  las  anteriores, 
enfatiza  en  la  participacion  activa  del  estudiante,  para  que  descubra  los  conceptos 
y  propiedades  de  los  objetos  geometricos,  observando,  midiendo,  i  magi  nan  do,  ha- 
ciendo  conjeturas,  generalizando,  deduciendo  y  justificando  la  validez  de  propieda¬ 
des,  procedimentos  y  resultados.  Para  tal  fin,  se  presentan  actividades  que  estimulan 
la  experimentacion,  el  planteamiento  de  conjeturas  y  la  busqueda  de  explicaciones. 
De  esta  manera,  se  busca  cambiar  una  ensenanza  focalizada  en  transmision  pasiva  de 
informacion  a  traves  de  clases  meramente  expositivas  y  practica  memoristica,  hacia 
una  ensenanza  que  ocupe  mas  a  los  estudiantes  a  traves  de  discusiones,  aprendizaje 
cooperative  y  actividades  practicas. 

Concientes  de  que  para  lograr  cabalmente  estos  objetivos,  resulta  de  mucha  ayu- 
da  el  uso  de  tecnologia,  desde  la  edicion  anterior  se  incorporaron  instrucciones  para 
empezar  a  utilizar  el  software  fibre  denominado  Geogebra. 

Al  igual  que  en  las  ediciones  anteriores,  en  el  acercamiento  que  proponemos  al 
razonamiento  deductivo,  se  toman  en  cuenta  las  dificultades  que  encuentran  los  es¬ 
tudiantes  cuando  se  enfrentan  a  demostraciones,  y  tambien  los  problemas  y  desafios 
a  los  que  se  enfrentan  los  docentes  cuando  quieren  situar  las  demostraciones  como 
una  cuestion  central  en  las  clases  de  geometria.  Es  verdaderamente  complicado  lo¬ 
grar  que  los  estudiantes  sientan  la  necesidad  de  hacer  una  demostracion.  Esto,  basica- 
mente  se  debe  a  que  se  necesita  una  cultura  de  la  argumentacion  que  permee  durante 
todos  los  ciclos  escolares,  y  que  no  se  limite  a  la  clase  de  geometria.  Para  avanzar  en 
esta  cuestion,  la  apuesta  de  este  libro,  es  involucrar  al  estudiante  (previo  a  toda  de¬ 
mostracion  deductiva),  en  el  proceso  de  razonamiento  inductivo  mediante  el  ciclo 
investigativo  de  experimental  observar,  analizar  y  plantear  hipotesis  o  conjeturas. 
Todo  esto,  con  la  ayuda  de  tecnologia,  especificamente  con  el  software  Geogebra. 

Debemos  evitar  al  maximo,  empezar  enunciando  la  propiedad  a  estudiar,  para  dar 
la  oportunidad  de  que  el  estudiante  la  descubra  inductivamente,  y  hacerlo  conciente, 
de  que  en  matematicas,  esta  prueba  no  basta,  puesto  que  las  matematicas  sostienen 
su  poder  y  autoridad  en  el  razonamiento  deductivo  como  unico  metodo  valido  para 
explicar  y  obtener  conclusiones. 

En  esta  tercera  edicion,  se  promueve  el  uso  de  diagramas  enflujo  para  mostrar  el 
razonamiento  seguido  previo  a  toda  demostracion.  Asimismo,  se  prioriza  la  demos¬ 
tracion  en  forma  de  parrafo,  postergando  hasta  la  ultima  unidad  las  demostraciones 
en  dos  columnas.  Compartimos  la  idea  de  que  una  demostracion  debe  aportar  a  la 
comprension  de  conceptos,  por  lo  que,  si  no  se  logra  esto,  la  demostracion  no  tiene 
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razon  de  ser.  En  este  sentido,  le  apostamos  al  diagrama  en  flujo  como  una  manera 
de  promover  que  se  describa  lo  mas  ampliamente  posible  la  red  de  conexiones  entre 
conceptos  y  propiedades  implicados,  y  evitar  que  se  aprendan  de  memoria  cada  una 
de  las  demostraciones. 

Atendiendo  lo  consignado  en  nuestro  programa  de  estudio,  la  unidad  de  “Poligo- 
nos  y  circunferencia”,  se  convierte  ahora  en  la  sexta  unidad.  El  uso  de  la  tecnologia 
para  explorar  las  propiedades  de  tales  figuras,  sigue  siendo  de  vital  importancia.  Esta 
es  una  unidad  de  aprendizaje  clave  para  consolidar  el  razonamiento  geometrico  tan- 
to  inductivo  como  deductivo.  Las  facilidades  que  proporciona  el  software  Geogebra, 
para  explorar  objetos  geometricos,  nos  permite  promover  el  desarrollo  del  razona¬ 
miento  inductivo,  mientras  que  la  formalizacion  de  las  conjeturas  obtenidas,  per¬ 
mite  integrar  muchas  definiciones,  postulados  y  teoremas  ya  vistos  en  las  unidades 
anteriores.  En  este  escenario,  mencion  especial  merece  la  aplicacion  de  los  criterios 
de  congruencia  de  triangulos,  los  cuales  podran  consolidarse  al  aplicarlos  en  esta 
unidad. 

En  trigonometria,  al  asumir  que  cada  estudiante  cuenta  con  una  calculadora 
cientifica,  se  ha  omitido  el  uso  de  formulas  de  reduccion  para  funciones  trigonome- 
tricas  de  angulos  mayores  que  90°  o  negativos.  Sin  embargo,  siguen  siendo  motivo 
de  aprendizaje  los  conceptos  subyacentes  a  estas  cuestiones.  Basicamente,  esto  es 
relevante,  en  aquellos  casos  en  donde  la  calculadora  solo  presenta  un  valor  como 
solucion,  o  lo  que  sucede  con  los  valores  negativos  del  seno  y  tangente,  cuya  solucion 
requiere  de  una  interpretacion.  Por  ejemplo,  si  tan  x  =  -  1,  la  calculadora  proporcio¬ 
na  como  solucion  x  =  -  45°.  En  el  caso  de  las  identidades  trigonometricas  de  suma 
de  angulos,  se  siguen  valorando  como  conocimiento  indispensable  para  cursos  mas 
avanzados,  de  tal  forma  que  solo  interesa  que  el  alumno  conozca  como  se  obtienen,  y 
la  unica  aplicacion  que  se  exige,  es  la  que  se  refiere  a  la  obtencion  de  identidades  para 
angulos  dobles  y  angulos  mitad. 

Con  respecto  a  la  evaluacion,  en  esta  edicion,  a  lo  largo  de  cada  una  de  las  uni¬ 
dades  y  en  el  momento  mas  oportuno,  se  han  incluido  los  aspectos  a  evaluar,  con 
sus  respectivas  evidencias,  asi  como  las  competencias  y  atributos  que  se  pretenden 
evaluar.  Asimismo,  al  final  de  cada  unidad,  se  han  incluido  mas  problemas  contextua- 
lizados  que  ayuden  a  evaluar  las  competencias  disciplinares.  Debemos  destacar,  que 
en  esta  era  de  reforma,  el  aprendizaje  de  contenidos  de  ninguna  manera  es  un  asunto 
secundario,  por  lo  que,  para  atender  el  principio  clave  del  aprendizaje  de  que  los  es- 
tudiantes  deben  saber  cual  es  el  objetivo  de  aprendizaje  que  deben  aprender,  hemos 
incluido  al  inicio  de  cada  unidad  de  aprendizaje,  indicadores  de  desempeno.  Estos, 
tienen  ademas  como  objetivo  orientar  al  docente  en  su  trabajo,  asi  como  a  los  alum- 
nos  en  su  autoevaluacion.  Todas  estas  ideas  deben  verse  como  un  primer  aporte  en 
aras  de  ir  avanzado  en  la  complejidad  que  implica  el  concretar  un  plan  de  evaluacion 
segun  los  nuevos  estandares  planteados  en  la  reforma  actual.  Esperamos  que  sirvan 
para  que  cada  profesor  innove  y  comparta  sus  experiences. 
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En  relation  al  uso  del  libro  en  el  salon  de  clase,  reiteramos  que  un  libro  de  texto,  es 
un  instrumento  de  ensenanza  para  el  profesor  y  un  instrumento  de  aprendizaje  para 
el  alumno.  El  libro  de  texto  debe  estar  disenado  de  tal  manera  que  fomente  el  trabajo 
independiente  de  los  estudiantes.  Este  fue  un  principio  que  oriento  el  presente  tra¬ 
bajo.  Holmes  plantea  que:  “La  peor  manera  de  ensenar  es  hablar,  y  la  mejor  manera 
de  aprender  es  hacer”. 

En  esta  idea,  debemos  tener  muy  en  cuenta  que:  “En  el  proceso  docente-educa- 
tivo  el  profesor  debe  ensenar  lo  esencial,  lo  fundamental.  Explicar  aquellos  aspectos 
basicos  de  los  cuales  se  pueden  deducir  todo  un  conjunto  de  elementos  derivados, 
secundarios  que  no  deben,  por  lo  general  ser  explicados,  para  que  los  alumnos,  los 
desarrollen  de  manera  independiente.  A  la  exposition  initial  se  le  debe  dedicar  el 
minimo  imprescindible  del  tiempo  y  a  la  independencia  escolar  el  maximo.  Todo  el 
contenido  no  debe  ser  expuesto  por  el  docente,  solo  lo  esencial,  lo  que  posibilite  que 
el  alumno  trabaje  y  forme  la  habilidad”.  Bajo  esta  conception,  el  libro  esta  basado  en 
el  desarrollo  de  actividades  de  aprendizaje  con  una  estructura  de  andamiaje  para  que 
el  alumno  las  realice  de  manera  independiente,  con  ayuda  esporadica  del  docente. 
Esta  metodologia,  aporta  al  logro  de  una  competencia  muy  valorada  en  la  Refor¬ 
ma,  que  tiene  que  ver  con  la  categoria  “aprende  de  forma  autonoma”,  y  que  tiene  el 
siguiente  enunciado:  “Aprende  por  iniciativa  e  interes  propio  a  lo  largo  de  la  vida 
(competencia  7)”. 

En  esta  era  de  la  information,  todo  libro  nuevo  es  producto  de  muchos  otros. 
Cada  uno  de  los  libros  o  materiales  citados  en  la  bibliografia,  aportaron  algo  al  pre¬ 
sente  trabajo,  desde  una  idea  vaga,  hasta  una  propuesta  que  solo  requirio  un  ajuste. 

Queremos  agradecer  a  todos  los  profesores  que  durante  algun  ciclo  de  estos  ul- 
timos  nueve  anos  utilizaron  las  primeras  ediciones  de  este  libro.  Mention  especial 
merecen  por  sus  comentarios,  sugerencias  y  revision  critica,  nuestros  companeros 
profesores  Hector  Benjamin  Jacobo  Cabanillas,  Carlos  Jorge  Cossio,  Sandra  Luz 
Navarrete  Sarabia,  Guillermo  Avila  Garcia,  Ramon  Chavez  Valenzuela,  Rodolfo  Ro¬ 
mero  Lopez,  Francisco  Milan  Carrillo  y  Armando  Niebla.  Agradecimiento  especial 
merece  el  profesor  Gildardo  Sanchez  Nieto  por  haber  hecho  una  revision  exhaustiva 
de  la  segunda  edition. 

Finalmente,  les  deseamos  a  todos  los  estudiantes  y  profesores  muchos  exitos  en 
el  estudio  y  esperamos  que  este  libro  les  apoye  en  este  proposito  comun.  Asimismo, 
agradecemos  de  antemano,  los  comentarios,  sugerencias  y  criticas  que  tengan  a  bien 
hacernos  llegar  ala  direction:  jjuarez(a)uas.edu.mx. 


ATENTAMENTE 
Culiacan  Rosales,  Sinaloa,  julio  de  2017. 

LOSAUTORES 
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Relaciones  entre  angulos. 
Construccion  de  figuras 
geometricas  basicas 


Proposito  de  unidad 

Analiza  las  caracteristicas  y  propiedades  de  segmentos  y  angulos,  iniciandose  en  la  argumen¬ 
tation  geometrica,  y  aplica  dicho  conocimiento  en  la  construccion  de  figuras  geometricas 
basicas  y  en  la  solution  de  problemas. 


Indicadores  de  desempeno 

•  Realiza  construcciones  geometricas  basicas. 

•  Aplica  la  propiedad  aditiva  de  segmentos  y  angulos  dibujando  diagramas  como  tecnica  para  resolver  problemas. 

•  Realiza  conversiones  en  el  sistema  sexagesimal  (de  grados  a  minutos  y  segundos  y  viceversa) . 

•  Realiza  demostraciones  deductivas  de  manera  informal,  relativas  a  los  angulos  opuestos  por  el  vertice,  y  a  angulos  forma- 
dos  por  dos  rectas  paralelas  y  una  transversal. 

•  Aplica  las  propiedades  de  los  angulos  adyacentes,  opuestos  por  el  vertice  y  los  formados  por  rectas  paralelas  y  una  trans¬ 
versal,  para  determinar  las  medidas  de  angulos. 

•  Resuelve  problemas  de  su  entorno  utilizando  las  propiedades  de  angulos. 


Competencia  disciplinar  a  evaluar 

2.  Formula  y  resuelve  problemas  matematicos,  aplicando  diferentes  enfoques. 


Atributos  de  Competencias  genericas  a  evaluar 

4.1  Expresa  ideas  y  conceptos  mediante  diversos  sistemas  de  representation  simbolica. 

4.3  Identifica  y  evalua  las  ideas  clave  en  un  texto  o  discurso  oral  e  infiere  conclusiones  a  partir  de  ellas. 

5.1  Sigue  instrucciones  y  procedimientos  de  manera  reflexiva  en  la  busqueda  y  adquisicion  de  nuevos  conocimientos. 

5.6  Utiliza  las  tecnologias  de  la  informacion  y  comunicacion  para  procesar  e  interpretar  informacion. 

8.3  Asume  una  actitud  constructiva  al  intervenir  en  equipos  de  trabajo,  congruente  con  los  conocimientos  y  habilidades 
que  posee. 
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Actividad  preliminar 

^Por  que  es  importante  estudiar  esta  unidad? 


- >■ 

a)  El  siguiente  enunciado  que  describe  al  planeta  Tierra,  aparece  en  un  libro  de  Geo- 
grafia  de  Primaria  (la  informacion  relativa  a  segmentos,  fue  un  agregado  nuestro). 
Leelo  con  atencion. 

La  Tierra  tiene  forma  aproximada  de  una  esfera.  Los  puntos  polares  son  puntos  de  inter¬ 
section  de  una  recta  que  pasa  por  el  centro  de  la  esfera  con  la  esfera  misma.  Dicha  recta 
se  llama  eje  de  la  Tierra.  El  segmento  que  une  los  puntos  polares  es  un  diametro  de  la 
Tierra  y  tiene  una  longitud  aprodimada  de  12  732  km.  El  punto  medio  del  diametro,  es 
el  centro  de  la  Tierra.  La  Tierra  realiza  el  movimiento  de  rotation  que  dura  24  horasy  se 
da  cuando  el  planeta  gira  sobre  supropio  eje,  en  direction  oeste  a  este.  El  eje  terrestre  no  es 
perpendicular  a  la  orbita  terrestre,  tiene  un  angulo  de  inclination  de  23°27’  con  respecto  a 
la  perpendicular  del  piano  orbital. 


En  el  texto  anterior,  se  han  utilizado  terminos  geometricos  para  describir  una  situacion  del  mundo 
real. 

En  palabras  de  Galileo:  «El  mundo  esta  escrito  en  lengua  matematica;  sus  caracteres  son  triangulos,  tircu- 
los y  otras figuras  geometricas;  sin  esos  caracteres  (o  signos)  es  humanamente  imposible  entender  una palabra... 
El  mundo,  \un  librol;  sus  letras,  \numeros\;  sus  signos,  'figuras  geometricas'. 

En  la  primera  unidad  de  este  curso,  recordaras  los  conceptos  geometricos  basicos,  muchos  de  los 
cuales  ya  estudiaste  en  cursos  anteriores.  Con  tus  conocimientos  previos  resuelve  la  actividad  1. 


Actividad  1  i*  Aspecto  a  evaluar:  subproducto 

]•  Evidencia:  Autoevaluacion 

En  equipo  realiza  lo  siguiente: 

a)  Muestra  la  informacion  sobre  nuestro  planeta  proporcionada  arriba 
mediante  un  dibujo. 


b)  Investiga  en  libros  de  matematicas  de  primaria,  y  secundaria,  el  significado  de  al  menos  diez  con¬ 
ceptos  geometricos.  Deberas  reportar  figuras  y  ejemplos. 


c)  Investiga  la  importancia  que  tiene  la  geometria  en  la  arquitectura  y  en  el  arte  en  general. 
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iQue  tanto  recuerdas  de  lo  que  estudiaras  en  esta  unidad? 

d)  Utiliza  tus  conocimientos  previos  para  resolver  el  siguiente  crucigrama,  de  ser  necesario  consulta  el 
material  de  esta  unidad  y  revisa  tus  respuestas. 


Horizontales 

4.  Rectas  que  se  encuentran  en  el  mismo  piano  y 
por  mas  que  se  prolongan  nunca  se  cruzan. 

5.  Par  de  angulos  cuya  suma  de  medidas  es  180°. 

9.  Puntos  que  se  encuentran  sobre  la  misma  rec¬ 
ta. 

10.  Angulo  que  mide  menos  de  90°. 

12.  Angulo  que  mide  180°. 

13.  Angulo  que  mide  90°. 

14.  Razonamiento  que  consiste  en  observar  da- 
tos,  reconocer  patrones  y  hacer  generalizacio- 
nes  basadas  en  esos  patrones. 

15.  Rectas  que  al  cruzarse  forman  angulos  igua- 
les. 

16.  Par  de  angulos  que  tienen  un  lado  comun  que 
los  separa  y  los  otros  dos  lados  en  una  misma 
recta. 


Verticales 

1.  Par  de  angulos  internos  no  adyacentes  coloca- 
dos  en  distintos  lados  de  una  transversal. 

2.  Recta  que  pasa  por  el  punto  medio  de  un  seg- 
mento  y  es  perpendicular  a  el. 

3.  Punto  que  divide  a  un  segmento  en  dos  seg- 
mentos  iguales. 

6.  Angulos  que  mide  mas  de  90°  y  menos  de 
180°. 

7.  Rayo  que  parte  del  vertice  de  un  angulo  y  lo 
divide  en  dos  angulos  iguales. 

8.  Dados  dos  puntos,  solo  pasa  una. 

9.  Angulos  que  tienen  la  misma  medida. 

11.  Razonamiento  que  consiste  en  mostrar  que 
ciertas  afirmaciones  son  los  resultados  logicos 
de  hechos  aceptados. 


MATE  M  ATI  CAS  III  •  GEOMETRIA  Y  TRIGONOMETRIAl 
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Conceptos  preliminares 


En  esta  leccion  recordaras  algunos  conceptos  geometricos  que  constituyen  las  bases  para  la  construc- 
cion  de  todos  el  lenguaje  geometrico. 

Punto.  El  concepto  de  punto  es  dificil  de  definir.  Nos  lo  podemos  imagi- 
nar  como  la  marca  mas  pequena  que  se  puede  dibujar. 

Los  puntos  se  designan  con  una  letra  mayuscula  y  se  representan  con  un 
circulo  pequeno,  una  cruz  o  por  una  raya  como  se  muestra  en  las  siguientes 
figuras. 


A 

B 

C 

• 

X 

- 1 - 

Punto  A 

Punto  B 

Punto  C 

El  punto,  como  objeto  o  figura  geometrica,  se  considera  que  no  tiene  dimensiones  y  se  usa  para  in¬ 
dicar  una  posicion  en  el  espacio. 

Aceptando  la  idea  anterior  de  punto,  se  plantea  la  siguiente  definicion: 


Figura  geometrica,  es  un  conjunto  de  puntos 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participation  en  close 
i  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

Actividad  2  *  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

-  l. - 1 

Observa  a  tu  alrededor  e  identifica  seis  figuras  geometricas.  Dibuja  estas  figuras  y  al  trazar  los  dibu- 
jos,  imaginalas  formadas  por  conjuntos  de  puntos. 


A  continuacion  recordaremos  los  significados  de 
algunas  figuras  geometricas  basicas. 

Linea.  La  linea  esta  constituida  por  una  suce- 
sion  continua  de  puntos.  Nos  la  podemos  ima- 
ginar  como  el  trazo  mas  delgado  que  se  puede 
dibujar. 

Recta.  Por  dos  puntos  pasan  cualquier  nume- 
ro  de  lineas,  pero  unicamente  una  linea  recta  pasa 
por  ellos.  En  la  siguiente  figura,  por  Ay  B  pasan 
las  lineas  q,  r  y  s.  La  linea  q  es  una  linea  recta.  En 
lo  sucesivo,  para  referirnos  a  una  linea  recta,  sim- 
plemente  le  llamaremos  recta.  Una  recta  es  unidi¬ 
mensional. 
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Otras  experiencias  que  sugieren  la  idea  de  recta  pueden  ser  un  hilo  tirante,  el  borde  de  una  regia,  etce¬ 
tera. 

Para  simbolizar  a  una  recta,  se  utiliza  una  letra  minuscula  (como  la  letra  q),  o  bien,  dos  puntos  de  ella 
como  se  muestra  a  continuacion: 


En  palabras 

En  simbolos 

Recta  AB 

AB 

Recta  BA 

BA 

Recta  m 

m 

Debes  tener  presente  las  siguientes  propiedades  de  las  rectas: 


♦  Se  considera  que  las  rectas  son  ilimitadas  por  ambos  extremos,y  que  no  tienen  espesor.  La  caractertstica 
de  ser  ilimitada  por  ambos  extremos  sepuede  indicar  marcando  flechas  en  cada  extremo. 

♦  Se  considera  que  dos  puntos  determinan  una  y  solo  una  recta  que  contiene  a  dichos  puntos. 


Plano.  Un  piano,  es  una  figura  liana,  lisa,  sin  grosor.  Un  piano,  suele  ser 
evocado  por  una  hoja  de  papel  apoyada  sobre  una  mesa,  la  propia  superficie 
de  una  mesa,  el  pizarron,  etcetera.  Un  piano  es  bidimensional. 


Espacio.  Se  considera  el  espacio  como  el  con- 
junto  de  todos  los  puntos.  Cualquier  subconjunto 
de  puntos  del  espacio  se  considera  como  una  figu¬ 
ra  geometrica. 


Solido.  Un  solido  es  un  espacio  limitado  cual-  j 

quiera.  Tiene  tres  dimensiones:  longitud,  ancho  y  J _ 

altura.  Un  solido  es  tridimensional.  / 

i ' _ 

longitud 


Un  segmento  de  recta  AB,  es  una  parte  de  recta  determinada  por 
los  puntos  Ay  By  el  conjunto  de  todos  los  puntos  entre  Ay  B.  Los 
puntos  A  yB  se  llaman  extremos  del  segmento. 


Para  simbolizar  a  un  segmento,  se  utilizan  sus  dos  puntos  extremos  y  una  raya  en  la 
parte  superior. 


En  palabras 

En  simbolos 

Segmento  AB 

AB 

Segmento  BA 

BA 

Puede  observarse  que  AB  y  BA  representan  el  mismo  segmento  de  recta. 
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Observacion.  Si  A,  B  y  C  son  puntos  de  la  recta  i,  como  se  muestra  en  la 
figura  siguiente,  se  dice  que  el  punto  B  esta  entre  los  puntos  Ay  C.  Asimismo,  el 
punto  D  no  esta  entre  los  puntos  Ay  C. 


Una  semirrecta  o  rayo,  es  una  parte  de  una  recta  que  comienza  en  un 
punto  y  se  extiende  infinitamente  en  una  direccion. 


Una  semirrecta  se  designa  con  dos  letras  y  una  flecha  en  la  parte  superior.  La  primera  letra  es  el  extremo 
y  la  segunda  letra  es  cualquier  otro  punto  sobre  la  semirrecta.  Asi  que  la  semirrecta  AB,  abreviada  AB, 
es  la  parte  de  la  recta  AB  que  contiene  el  punto  A  y  todos  los  puntos  sobre  AB  que  esten  del  mismo  lado 
del  punto  B. 


En  palabras 

En  simbolos 

Rayo  o  semirrecta  AB 

AB 

Puntos  colineales  son  puntos  que  estan  en  la  misma  recta. 

•  c 

^•c 

M  ' 

/*B 

/•B 

B 

„  -*A 

z*A 

z*A 

A 

A,  B  y  C  son  puntos  colineales. 

A,  By  C  no  son  puntos  colinea¬ 
les. 

A,  B  y  C  son  puntos  colineales, 
segun  la  recta  imaginaria  de  tra- 
zos  discontinues. 

Puntos  coplanares  son  puntos  que  estan  en  el  mismo  piano. 

A,  B  y  C  son  puntos  coplanares. 
A,B,CyD  son  no  coplanares. 


A  y  B  son  puntos  coplanares  se- 
gun  el  piano  imaginario  de  tra- 
zos  discontinues. 


A,  B,  Ey  F  son  puntos  coplana¬ 
res  A,  By  H  son  puntos  copla¬ 
nares. 


Observacion.  Debe  tenerse  en  cuenta  que  existen  puntos  que  son  colineales  aunque  las  rectas  no  esten 
marcadas;  asimismo,  exiten  puntos  coplanares  en  pianos  imaginarios. 


^■IRELACIONES  ENTRE  ANGULOS.  CONSTRUCCION  DE  FIGURAS...  •  UN  I  DAD  I 


1  •  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
i  •  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas  i 
i  •  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  4.1  y  5.1  , 

>■ - - -I 


1.1  EJERCICIOS 


1.  Construye  una  lista  de  definiciones  (un  diccionario)  en  tu  cuaderno.  Cada  vez  que  encuentres  una 
nueva  definicion  geometrica,  anadala  a  tu  lista.  Ilustra  cada  definicion  con  un  dibujo.  Tambien  usa 
simbolos  cuando  asi  se  requiera. 

2.  Observa  la  figura  de  la  derecha  y  completa  el  cuadro. 


Puntos 

A 

Rectas 

Segmentos 

AD, 

Rayos 

3.  De  acuerdo  a  la  figura  de  la  derecha,  escribe: 

a)  Conjuntos  de  tres  puntos  colineales. 

b)  Conjuntos  de  tres  puntos  no  colineales. 

c)  Conjuntos  de  cuatro  puntos  entre  los  cua- 
les  no  haya  tres  que  sean  colineales. 


4.  En  la  figura  de  la  derecha  {B,  C,  H,  £}  es  un 
conjunto  de  cuatro  puntos  coplanares.  Nom- 
bra  otros  dos  conjuntos  de  cuatro  puntos 
coplanares.  ^Cuantos  conjuntos  de  cuatro 
puntos  coplanares  hay? 


5.  En  la  figura  de  la  derecha: 

a)  Mencionense  conjuntos  de  tres  puntos  colineales. 

b)  Representa  con  simbolos  adecuados  tres  rectas 
que  pasen  por  algun  par  de  puntos. 


MATEMATICAS  III  •  GEOMETRIA  Y  TRIGOIMOMETRIAl 


Estudio  de  segmentos 


Consideremos  el  segmento  AB  representado  en  el  siguiente  cuadro: 


A  B 


A  diferencia  de  la  recta  que  se  extiende  indefinidamente,  el  segmento  es  una  porcion  limitada  por 
dos  puntos.  Por  tanto,  a  cada  segmento  le  podemos  asignar  una  medida  llamada  longitud  del  seg¬ 
mento,  que  es  la  distancia  existente  entre  sus  puntos  extremos. 

Recuerda  que  para  referirnos  al  segmento  AB,  escribimos  AB.  Para  referirnos  a  la  medida  o  longitud 
de  AB,  escribimos  AB  (sin  la  barra  superior). 

i - 1 - 1 - 1  Por  ejemplo,  si  AB  mide  tres  unidades, 

^  ^  escribimos  AB  =  3 


Si  en  el  segmento  AB,  localizamos  el  punto  C  entre  AyB,  podemos  establecer  la  propiedad  aditiva 
del  segmento  que  consiste  en  sumar  las  longitudes  tal  como  se  indica  a  continuacion. 


i - i- 

A  C 


B 


La  propiedad  aditiva  establece  que: 
AB  =  AC  +  CB 


Propiedad  aditiva  de  segmentos.  Si  C  esta  entre  AyB,  entonces  AB  =  AC  +  CB. 

Se  dice  que  dos  segmentos  son  congruentes  cuando  sus  longitudes  son  iguales. 

El  signo  para  la  congruencia  es  =.  Es  importante  recordar  que  el  signo  de  igualdad  (=)  ,  se  usa  entre 
numeros  o  medidas  iguales,  mientras  que  el  signo  de  congruencia,  se  usa  entre  figuras  congruentes.  Sin 
embargo,  es  muy  frecuente  llamar  segmentos  iguales  a  los  segmentos  congruentes. 

En  los  dibujos  geometricos,  las  partes  congruentes  se  senalan  con  marcas  identicas.  En  la  figura  siguien¬ 
te  AB  es  congruente  con  DC.  Puedes  indicar  que  estos  segmentos  tienen  las  mismas  longitudes  en  cua- 
lesquiera  de  las  siguientes  formas:  AB  =  DC,  AB  =  DC. 


El  segmento  AB  es  congruente  con  el  seg¬ 
mento  DC  (en  simbolos:  AB  =  DC,) 


El  punto  medio  de  un  segmento  es  un  punto  que  divide  el  segmento  en  dos  segmentos  con¬ 
gruentes.  El  punto  medio  o  cualquier  recta  que  pase  por  el,  se  dice  que  biseca  o  bisecta  al  seg¬ 
mento. 


WlRELACIONES  ENTRE  ANGULOS.  CONSTRUCCIOIM  DE  FIGURAS...  •  UNIDAD  I 


Las  marcas  iguales  indican  que  los  seg- 
mentos  AC  y  CB,  son  congruentes. 


Si  C  es  punto  medio  de  AB,  entonces  AC  =  CB. 


Utilizaremos  la  defmicion  de  punto  medio,  para  recordar  el  significado  de  una  proposicion  si-entonces. 
Una  proposicion  logica,  es  una  oracion  que  afirma  o  niega  algo  de  alguna  cosa;  en  consecuencia  puede 
ser  calificada  de  falsa  o  verdadera. 

Una  proposicion  si-entonces  es  una  proposicion  de  la  forma  «si  p,  entonces  q»,  donde  p  y  q  son  pro- 
posiciones  simples.  A  p  se  le  llama  hipotesis,  y  q  es  la  conclusion.  El  simbolo  p  ->  q  (lease  «p  implica 
q»),  se  usa  para  representar  una  proposicion  si-entonces.  Muchas  defmiciones  geometricas  describen 
proposiciones  si-entonces. 

Lee  con  atencion: 

Cuando  se  invierten  las  partes  «si»  y  «entonces»  de  una  proposicion  «Si  -  entonces»,  se  obtiene  el 
inverso  de  la  proposicion. 

Ejemplo 

I - ! - * - 1 - 1 

A  C  B 

Proposicion  si  -  entonces:  Si  C  es  punto  medio  de  AB,  entonces  AC  =  CB. 

Inverso  de  la  proposicion  si  -  entonces:  Si  AC  =  CB,  entonces  C  es  punto  medio  de  AB 


Actividad  3 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  close 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 


a)  Haz  un  dibujo  para  indicar  el  siguiente  hecho:  «El punto  M,  es  punto  medio  del  segmento  PQ>>. 

b)  Con  la  informacion  del  inciso  anterior  completa  la  siguiente  proposicion: 

Si  M  es  punto  medio  de  PQ  entonces _ . 

c)  En  la  figura,  si  C  es  punto  medio  del  segmento  AB, 

AC  =  3a  +  8  y  CB  =  10a  -6,  encuentra  el  valor  de  AB. 
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EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 
Competencies  o  atributo  a  evaluar:  4.1  y  5.1 


1.  Agrega  a  tu  diccionario  los  terminos  de  esta  leccion,  que  consideres  mas  relevantes. 


Para  los  ejercicios  2-8,  completa  cada  oracion.  Considera  que  PS  =  3  cm. 


2.  El  punto  medio  dePQes _ 

3.  NQ_= _ . 

4.  Otro  nombre  para  NS  es _ . 

5.  S  es  el _ deSQ.. 


P  Q. 

< - • - H - • - H - • - H - • - > 

N  S 


6.  P  es  punto  medio  de _ . 

7.  NS  = _ . 

8.  Otro  nombre  para  NS  es _ . 

9.  Con  base  en  la  figura  de  la  derecha,  nombra  todos  los  pares 
de  segmentos  congruentes.  Usa  el  simbolo  de  congruencia 
para  escribir  tus  respuestas. 


N 


10.  Utiliza  la  figura  de  la  derecha  y  los  datos  de  cada  inciso  parea  calcular  x  y  la  medida  de  TU. 

a)  TU  =  2x,  UB  =  3x  +  1,  TB  =  21  • - • - • 

b)  TU=4x-ljUB  =  2x-l)TB  =  Sx  TUB 

c)  TU  =  1  -  x,  UB  =  4x  +  17,  TB  =  -3x 


11.  En  el  siguiente  segmento,  M  es  punto  medio  de  DB  y  DB  =  BC.  Encuentra  la  longitud  de  DC  si  MB 
es  igual  a  8. 


D 


M 


B 


12.  Si  P  es  punto  medio  del  AB,  hallar  el  valor  de  x  si  AB  =  20  y  PB  =  8x  +  14. 


13.  Enla  figura  adjunta,  EC  biseca  a  AD  en  C,  y  EEbiseca  a  AC  enB.  Encuentra  el  valor  de  xyla  medida 
del  segmento  indicado  en  cada  uno  de  los  ejercicios  siguientes: 

a)  AB  =  3 x  +  6,  BC  =  2x  +  14;  AC 

b)  AC  =  Sx  -  8,  CD  =  16  -  3x;  AD 

c)  AD  =  6x  -  4,  AC  =  4x  -  3;  CD 

d)  AC  =  3x  -  1,  BC=  12 -x-,AB 
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Medicion  de  angulos 


Angulo  es  una  figura  formada  por  dos  rayos  o  semirrectas  con  un  origen  comun.  Las  dos  semirrectas  se 
llaman  lados  del  angulo.  El  origen  comun  se  llama  vertice  del  angulo. 

En  la  figura,  el  punto  B  es  el  vertice  del  angulo; 
los  lados  son  BK y  BC*. 

B 


Una  forma  de  simbolizar  un  angulo,  consiste  en  utilizar 
tres  letras  mayusculas,  de  las  cuales  la  del  vertice  va  en- 
medio  de  las  otras  dos,  que  se  colocan  sobre  los  lados  del 
angulo.  Asi,  el  angulo  de  la  figura  anterior,  se  puede  nom- 
brar  angulo  ABC.  En  simbolos  A  ABC  o  A  CBA. 

Sin  embargo,  en  algunas  ocasiones  sera  conveniente  denotar  angulos  de  cualesquiera  de  las  dos  maneras 
siguientes: 

1 )  Con  la  letra  del  vertice  si  hay  un  solo  angulo  que  tenga  este  vertice.  Asf,  el  angulo  de  la  figura 
anterior,  se  nombrarfa  angulo  B.  (En  simbolos:  AB). 

2)  Mediante  una  letra  minuscula  o  un  numero  que  se  escribe  entre  los  lados 
del  angulo  en  las  proximidades  del  vertice.  Asf,  el  angulo  de  la  figura  de 
la  derecha  se  denominarfa  angulo  1.  (En  simbolos  A l). 

Para  nombrar  angulos,  con  frecuencia  se  usan  las  letras  del  alfabeto  griego.  Recordemos  algunas  de  estas 
letras: 

a:  alfa  [!:  beta  y:  gamma 

S:  delta  0:  theta  e:  epsilon 

La  medida  de  un  angulo  depende  de  la  extension  del  piano  que  debe  barrer  uno  de  los  lados  del  angulo, 
cuando  se  le  hace  girar  alrededor  del  vertice  hasta  alcanzar  la  posicion  del  otro  lado.  El  tamano  de  un 
angulo  no  depende  de  la  longitud  de  sus  lados. 

Como  unidad  de  medida  habitual  se  usa  el  grado  (°).  Un 
angulo  de  una  vuelta  contiene  360°.  (Ver  la  figura  de  la  de¬ 
recha).  Por  tanto,  un  grado  es  un  angulo  que  es  _1 _ 

360 

del  angulo  de  una  vuelta.  Este  grado,  se  llama  grado  sexa¬ 
gesimal. 


En  palabras 

En  simbolos 

Angulo  ABC 

AABC 

Angulo  CBA 

A  CBA 

Para  representar  angulos  menores  que  1°  se  utilizan  unidades  mas  pequenas  como  son  el  minuto 
(  '  )  y  el  segundo  (  "  )  10  =  60  minutos  =  60' 


l'=  60  segundos  =  60" 
1°  =  3600" 
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Generalmente,  cualquier  angulo  se  representa  por  a°  b’  c",  de  tal  manera  que  el  numero  de  minutos  y 
segundos  no  sobrepase  a  60,  para  tener  una  lectura  unica  de  cada  angulo.  La  notacion  5°  13'  12"  signi- 
fica  5  grados,  13  minutos,  12  segundos. 

Conversion  de  grados  a  minutos  y  segundos. 


Ejemplo  1 

a)  Expresa  40.3°  en  grados  y  minutos. 

b)  Expresa  23°  27'  unicamente  en  grados. 

c)  Expresa  15°  20'40"  unicamente  en  grados. 


Solucion 


a)  40.3°  =  40°  +  0.3° 
=  40° +  (0.3x60)' 
=  40° +  18' 

=  40°  18' 


b)  23°27'  =  23°  +  27'  c) 
=  23°  +  (27  -r  60)° 

=  23°  +  0.45° 

=  23.45° 


15°20'40"  =  15° +  20' +  40 
=  15°  +  20'  +  (40  +  60)' 

=  15°  +  20'  +0.67' 

=  15°  +  20.67' 

=  15°  +  (20.67  +  60)° 

=  15° +  0.34° 

=  15.34° 


Para  realizar  la  medicion  de  angulos  se  utiliza  un  transportador.  En  este  caso,  debemos  tener  presente 
que  la  unidad  de  medida  es  el  grado  sexagesimal  (°). 

En  la  figura  de  la  derecha,  el  transportador  nos 
indica  que  el  ZAOD  mide  60°.  A  continuacion  se 
muestran  las  diferentes  maneras  de  describir  la  me¬ 
dida  del  angulo  AOD  de  dicha  figura. 

1)  2(AOD  =  60° 

2)  mZAOD  =  60° 

3)  ZAOD  =  60° 

Estrictamente,  una  cosa  es  el  angulo  AOD  cuyo  simbolo  es  ZAOD,  y  otra  la  medida  del  angulo,  para  la 
cual  previamente  debe  elegirse  la  unidad  de  medida. 

Por  tanto,  para  indicar  que  la  medida  del  angulo  AOD  es  60°,  deberia  usarse  la  notacion  mZAOD  = 
60°  o  ZAOD  =  60°. 

Sin  embargo,  con  frecuencia  tambien  se  escribe  ZAOD  =  60° 
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La  siguiente  figura  nos  muestra  como  medir  los  angulos  de  un  triangulo.  Utiliza  tu  transportador  y  cal- 


Este  hecho,  se  llama  propiedad  aditiva  del  angulo. 


Propiedad  aditiva  del  angulo.  Si  tres  semirrectas  AD,  AC 
y  AB  tienen  el  vertice  A  en  comun,  y  el  rayo  A  C  esta  dentro 
del  angulo  DAB,  entonces  el  angulo  DAB  es  la  suma  de 
los  angulos  DAC  y  CAB. 
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Una  vez  discutido  la  medida  de  angulos,  podemos  establecer  el  significado  de  congruencia  de  angulos. 

Si  la  semirrecta  AC,  de  la  figura  anterior  pudiera  moverse,  en  un  momento  dado  dividiria  al  angulo  DAB, 
en  dos  angulos  congruentes. 


Se  dice  que  dos  angulos  son  congruentes  cuando  tienen  la  misma  medida. 


B 


AA  es  congruente  con  AB. 
En  simbolos:  AA  =  AB. 


Observacion:  Estrictamente  debemos  hablar  de  angulos  congruentes  y  de  medidas  de  angulos  igua- 
les.  Sin  embargo,  al  igual  que  con  los  segmentos,  usaremos  como  sinonimos  angulos  iguales  y  angulos 
congruentes.  Por  lo  que,  en  la  figura  anterior,  tambien  se  escribe:  AA  =  AB. 


Un  rayo  o  semirrecta  es  la  bisectriz  de  un  angulo  si  conve¬ 
ne  el  vertice  y  divide  el  angulo  en  dos  angulos  congruentes. 
Tambien  se  dice,  que  la  bisectriz  biseca  o  bisecta  al  angulo. 

En  la  figura  de  la  derecha,  AC  biseca  al  ADAB,  por  lo  que 
AD  AC  =  ACAB.  Se  utilizan  marcas  identicas  para  mostrar  que 
dos  angulos  son  congruentes. 


Actividad  5 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

- 1 


a.  Haz  un  dibujo  y  completa:  Si  PS  es  bisectriz  de  Z  QPR  entonces 


b.  Utiliza  las  siguientes  figuras  para  contestar  lo  siguiente: 


Identifica  y  nombra  todas  las  bisectrices  que  aparecen. 

Para  cada  bisectriz,  nombra  el  angulo  que  biseca. 

Nombra  todos  las  parejas  de  angulos  congruentes  que  aparecen. 
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1.3 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1  y  5.1 


EJERCICIOS 


- ^ 


1.  Ahora,  repasa  la  leccion  1.3  y  asegurate  de  anotar  las  nuevas  defmiciones  en  tu  diccionario. 

2.  Transforma  Qj  a  minutos. 

3.  <A  cuantos  grados  y  minutos  equivalen  18.3°? 

4.  Convierte  a  minutos  y  segundos  (-2- 


Con  la  informacion  de  la  figura  de  la  derecha  contesta 
los  ejercicios  de  la  5  a  la  9. 

5.  A  es  de  ZBAE. 


6.  AD  es_ 

7.  AD  es 


de  ZBAE. 
de  ZDAE. 


8.  Si  ZB  AC  -  42°,  entonces  Z  CAE  = 

9.  ZDAB  = 


Para  los  ejercicios  10- 14,  usa  tu  transportador  para  encontrar  la  medida 
de  cada  angulo.  Para  una  mejor  lectura,  puedes  prolongar  los  lados  de 
los  angulos.  <  » 

P 

10.  mZPRO  11.  mZORT 


12.  mZO 
14.  mZATO 


13.  mZRTO 


Para  los  ejercicios  15  -17,  usa  tu  transportador  para  dibujar  y  marcar 
cada  angulo  con  la  medida  dada. 


15. 

16. 

17. 

18. 


19. 


20. 


mZMNO  =  15° 
mZRIG  =  90° 
mZz  =  160° 

En  la  figura  Si  ZAOB  =  27 °, 
calcular  x. 


En  la  figura,  BE  es  bisectriz  del  ZABD. 
Si  Z ABE  =  6x  +  2°  y  ZDBE  =  8x  -14°, 
encuentra  ZABE. 


^Cuanto  mide  ZABE? 
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Tipos  de  angulos 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar  8.3 

- 1 


Actividad  6 


l)  Mide  cada  uno  de  los  siguientes  angulos  y  agrupalos  como  tu  consideres  apropiado,  indicando  el 
criterio  usado.  Trata  de  recordar  el  nombre  que  recibe  cada  grupo  de  angulos. 


2) 


El  cuadro  siguiente,  resume  la  clasificacion  de  angulos  segun  su  medida.  Compara  la  clasificacion 
que  hiciste  con  esta  informacion. 


_ 

Angulo  recto  Angulo  ngudo  Angulo  obtuso  Angulo  lla.no 

a)  Un  angulo  de  90°  se  llama  angulo  recto 

b)  Un  angulo  menor  que  90°  se  llama  angulo  agudo 

c)  Un  angulo  mayor  que  90°  y  menor  que  180°  se  llama  angulo  obtuso. 

d)  Un  angulo  de  180°  se  llama  angulo  llano. 


3)  Elabora  un  mapa  conceptual  que  relacione  la  informacion  involucrada  con  el  concepto  angulo. 
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Posicion  relativa  de  dos  rectas  en  el  piano 


La  realizacion  de  la  siguiente  actividad,  te  permitira  explorar  las  distintas  posiciones  de  dos  o  mas 
rectas  en  el  mismo  piano. 

—  —  ■”  ""  —  -*■  »■  ""  Mj  —■  »■  »  —  Mj  —  Mj  *■  ■”  -■  ->I 

•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  i 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 
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Actividad  7 


Dibuja  cuatro  rectas,  de  tal  ma- 
nera  que  solo  se  crucen  en  un 
punto. 

a) 


Dibuja  las  cuatro  rectas,  de  tal 
manera  que  al  cruzarse  dos  o 
mas  de  ellas  solo  aparezcan 
cuatro  puntos  de  cruce. 

d) 


Dibuja  cuatro  rectas,  de  tal  ma¬ 
nera  que  no  se  crucen  en  nin- 
gun  punto. 

b) 


Dibuja  las  cuatro  rectas,  de  tal 
manera  que  al  cruzarse  dos  o 
mas  de  ellas  solo  aparezcan  cin- 
co  puntos  de  cruce. 

e) 


Dibuja  cuatro  rectas,  de  tal 
manera  que  al  cruzarse  dos  o 
mas  de  ellas  solo  aparezcan 
tres  puntos  de  cruce. 

c) 


Dibuja  las  cuatro  rectas,  de  tal 
manera  que  al  cruzarse  dos  o 
mas  de  ellas  solo  aparezcan  seis 
puntos  de  cruce. 

0 


Trata  de  relacionar  la  actividad  realizada,  con  las  siguientes  definiciones. 

Tres  o  mas  rectas  en  el  mismo  piano  son  concurrentes  si  tienen  un  punto  en  comun  (pasan  por  el 
mismo  punto).  Dos  rectas  son  intersecantes  si  tienen  un  punto  en  comun. 

Dos  o  mas  rectas  en  el  mismo  piano  son  paralelas,  si  nunca  se  intersecan. 


Ahora,  debes  relacionar  la  actividad  realizada,  con  la  siguiente  informacion: 

La  posicion  reltiva  de  dos  rectas  en  el  piano  se  puede  presentar  de  dos  formas:  se  interesecan  en  un 
punto,  o  las  rectas  no  se  intersecan. 


Dos  rectas  son  intersecantes  si  tienen  un  punto  en  comun. 
Si  no  se  intersecan,  las  rectas  son  paralelas. 
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Dos  rectas  son  paralelas  si  no  se  interesecan 

Para  denotar  que  una  recta  es  paralela  a  una  recta  iv  se  usa  el  simbolo  || . 

t-i _  es  paralela  a  i2 

<  ^ 2 _ >.  En  simbolos:  il  ||  f2 

Entre  las  rectas  que  no  son  paralelas,  existen  unas  de  interes  especial.  La  siguiente  actividad  te  per- 
mitira  explorar  estas  rectas. 

Apartir  de  la  definicion  de  angulos  iguales  o  congruentes,  defmiremos  rectas  perpendiculares. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 


Actividad  8 

En  el  cuadro  de  la  derecha,  se  han  trazado  dos  rectas  que  al  cruzarse 
forman  dos  angulos  que  miden  30°  y  150°. 

Ahora,  en  el  cuadro  deberas  trazar  dos  rectas  que  al  cruzarse  forman 
dos  angulos  que  midan  lo  mismo. 


1 


^Cuanto  miden  esos  angulos? 


Debiste  trazar  dos  rectas  que  son  perpendiculares. 

Dos  rectas  son  perpendiculares  si  al  intersectarse  forman  angulos  iguales.  En  otras  palabras  dos  rec¬ 
tas  son  perpendiculares  si  al  intersecarse  forman  angulos  rectos. 


Para  indicar  que  la  recta  i  es  perpendicular 
a  la  recta  m,  escribimos:  i  1  m 


Si  llm,  entonces  Zl,  Z2,  Z3  y  Z4 
son  angulos  rectos. 
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Las  rectas  equidistantes  son  de  mucha  utilidad  en  geometria.  Su  significado  esta  muy  relacionado 
con  el  paralelismo  y  la  perpendicularidad.  Dos  rectas  ;  y  fc  son  equidistantes  si  la  distancia  de  puntos 
arbitrarios  de;  a  la  recta  k  siempre  es  identica.  Asi  pues,  en  la  siguiente  figura,  si;  y  k  son  equidistantes, 
entonces  AB  =  CD  =  EF.  Ademas,  se  puede  afirmar  que,  dos  rectas  son  paralelas,  si  son  equidistantes. 


Enla  figura;  ||  k. 


Actividad  9 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 
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a)  Escribe  la  definicion  de  rectas  paralelas  como  una  proposicion  si-entonces. 


b)  Escribe  las  definiciones  de  rectas  perpendiculares  como  una  proposicion  si-entonces. 


c)  Escribe  las  inversas  de  cada  una  de  las  proposiciones  establecidas  en  en  el  inciso  anterior. 


Clasificacion  de  angulos  segun  su  posicion 


Lee  con  atencion: 


Cuando  dos  rectas  se  cruzan  en  un  piano  (cuando  son  intersecantes)  forman  cuatro  angulos  de  interes. 


2 


Estos  angulos,  considerados  en  parejas,  reciben 
el  nombre  de  adyacentes  o  de  opuestos  por  el 
vertice. 
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A\  y  A3  son  opuestos  por  el  vertice. 
A2  y  A\  son  opuestos  por  el  vertice. 


Observa  la  figura  de  la  derecha. 

^Son  Aa  y  Ac  opuestos  por  el  vertice? 
_ ^Por  que? _ 


Clasificacion  de  angulos  segun  la  suma  de  sus  medidas. 


Lee  con  atencion: 


Dos  angulos  son  complementarios,  si  la  suma  de  sus  medidas  es  90°.  Cuando  dos  angulos  son 
complementarios,  se  dice  que  el  uno  es  complemento  del  otro. 


AA  y  AB  son  complementarios. 

A  CDF  y  AFDE  son  complementarios. 


A  B 


Dos  angulos  son  suplementarios,  si  la  suma  de  sus  medidas  es  180°.  Siempre  que  dos  angulos  sean 
suplementarios  se  dice  que  el  uno  es  suplemento  del  otro. 


150° 

cT  — R 

AP  y  AQ  son  suplementarios. 

ARST  y  ATSU  son  suplementarios  (ademas  son  adyacentes). 

Completa  correctamente:  En  la  figura  de  la  derecha,  el  comple¬ 
mento  del  AAOB  es  el _ ;  el  suplemento  del  AAOB  - 

es  el  ^ 


1.  Encontrar  el  suplemento  de  un  angulo  de  67° 

2.  Encontrar  el  complemento  de  35° 

67°  +  x  =  180° 

35°  +  x  =  90° 

II 

H-1 

00 

o 

o 

1 

On 

<1 

o 

x  =  90°  —  35° 

x  =  113° 

O 

II 

X 

Completa. 

•  SiAlyAl  son  complementarios,  entonces 

•  Si  A3  y  A\  son  suplementarios,  entonces 

T 

160° 


U 
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Lee  con  atencion: 


Clasificacion  de  angulos  segun  su  posicion 
en  dos  rectas  cruzadas  por  una  transversal 


Dos  rectas  iym  cortadas  por  una  transversal  t  forman  ocho  angulos.  Cuatro  llamados  internos: 
Z3,  Z4,  Z5  y  Z6,  y  cuatro  llamados  externos:  Zl,  Z2,  Z7  y  Z8. 


Parejas  de  angulos  correspondientes:  Son  dos  angulos  no  ad- 
yacentes  situados  del  mismo  lado  de  la  transversal,  uno  interno  y  el 
otro  externo.  Hay  cuatro  parejas  de  angulos  correspondientes:  Zl 
con  Z5,  Z4  con  Z8,  Z2  con  Z6  y  Z3  con  Z7. 

Parejas  de  angulos  alternos  internos:  Son  angulos  internos  no 
adyacentes  colocados  en  distintos  lados  de  la  transversal.  Hay  dos 
parejas  de  angulos  alternos  internos:  Z3  y  Z5,  Z4  y  Z6. 

Parejas  de  angulos  alternos  externos:  Son  angulos  externos 
no  adyacentes  colocados  en  distintos  lados  de  la  transversal.  Hay 
dos  parejas  de  angulos  alternos  externos:  Z 1  y  Z7,  Z2  y  Z8. 


Parejas  de  angulos  colaterales  internos:  Son  angulos  internos 
no  adyacentes  colocados  en  el  mismo  lado  de  la  transversal.  Hay 
dos  parejas  de  angulos  colaterales  internos:  Z4  y  Z5,  Z3  y  Z6. 


Actividad  10 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencies  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

u  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _ 

1 )  Escribe  en  la  forma  si-etonces,  la  siguiente  definicion:  Dos  angulos  son  suplementarios , 
si  la  suma  de  sus  medidas  es  180°. 

Escribe  la  inversa  de  lapropocision  que  estableciste  en  l). 

Plantear  y  resolver  una  ecuacion  para  encontrar: 


2) 

3) 


a)  el  complemento  de  un  angulo  de  23°  e) 

b)  el  suplemento  de  un  angulo  de  123°  f) 

c)  el  suplemento  de  un  angulo  de  60°  g) 

d)  el  suplemento  de  un  angulo  de  153°  h) 


el  complemento  de  un  angulo  de  17° 
el  suplemento  de  un  angulo  de  173° 
el  complemento  de  un  angulo  de  60° 
el  suplemento  de  un  angulo  de  70° 


4)  En  la  figura  de  la  derecha,  localiza  todos  los  pares  de  angulos: 

a)  Opuestos  por  el  vertice 

b)  Correspondientes 

c)  Alternos  internos 

d)  Alternos  externos 

e)  Colaterales  internos. 
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EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1  y  5.1 


1.  Ahora,  repasa  la  leccion  1.4  y  asegurate  de  anotar  las  nuevas  definiciones  en  tu  diccionario. 


En  los  ejercicios  2-15,  asocia  el  termino  implicito  en  cada  figura  con  una  de  las  preguntas  mostradas 
abajo. 


2. 

Par  de  angulos  opuestos  por  el  vertice 

3. 

Par  de  angulos  suplementarios 

4. 

Angulo  recto 

5. 

Angulo  obtuso 

6. 

Par  de  angulos  congruentes 

7. 

Par  de  angulos  complementarios 

8. 

Par  de  angulos  adyacentes 

9. 

Angulos  agudos 

10. 

Angulo  bisecado 

11. 

Lineas  paralelas 

12. 

Segmentos  congruentes 

13. 

Llneas  perpendiculares. 

14. 

Par  de  angulos  correspondientes 

15. 

Par  de  angulos  alternos  internos 
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2  5  La  demostracion  en  geometria: 
axioma,  postulado  y  teorema 


Uno  de  los  principales  propositos  que  debes  lograr  en  este  curso  de  geometria  es  el  de  mejorar  tu  capaci- 
dad  de  razonamientro  logico.  En  este  curso  se  estudiaran  dos  tipos  basicos  de  razonamiento:  inductivo 
y  deductivo. 


El  razonamiento  inductivo  es  el  proceso  de  observar  datos,  reconocer  patrones,  y  hacer  genera- 
lizaciones  basandose  en  esos  patrones.  Una  generalizacion  basada  en  el  razonamiento  inductivo, 
se  denomina  conjetura. 

En  la  siguiente  actividad  utilizaras  el  razonamiento  inductivo. 


Actividad  11 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

- 1 


a)  El  siguiente  cuadro,  muestra  el  numero  de  angulos  que  forman  1,  2,  3,  4  y  5  rayos  con  un  verticel 
comun.  Encuentra  el  patron  seguido  entre  el  numero  de  rayos  y  el  numero  de  angulos  formados  y 
determina  cuantos  angulos  se  forman  con  diez  rayos  con  un  extremo  comun. 


b)  En  cada  caso,  mide  el  angulo  pedido: 

Los  rayos  BDyBF  son  bisectrices  de  los  angulos 
adyacentes  ABE  y  CBE  respectivamente.  Mide 


Los  rayos  01  y  OK  son  bisectrices  de  los  angulos 
adyacentes  GOJyHOJ  respectivamente.  Mide  el 


Establece  una  conjetura  acerca  del  angulo  formado  por  las  bisectrices  de  dos  angulos  adyacentes. 

c)  Observa  las  siguientes  ilustraciones.  Usa  un  transportador  y  mide  los  angulos  interiores  de  las  figu- 
ras  A,  By  C. 
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d)  Mide  los  angulos  interiores  1,  2  y  3  de 
las  figuras  A,  By  C.  Registra  tus  resulta- 
dos  en  la  siguiente  tabla. 


Figura 

Angulo 

Zl 

Z2 

Z3 

Suma 

Figura  A 

Figura  B 

Figura  C 

^Cual  es  tu  conjetura  respecto  a  la  suma  de  los  angulos  interiores  de  todo  triangulo? 


Lee  con  atencion. 

En  la  actividad  anterior,  buscaste  similaridades,  patrones,  propiedades  comunes  y  a  partir  de  ellas 
estableciste  conjeturas.  En  este  razonamiento  se  precede  pues  de  lo  particular  a  lo  general.  Desafortuna- 
damente,  tal  razonamiento  no  siempre  nos  conduce  a  resultados  validos,  pues  esta  conclusion  inductiva 
o  conjetura,  es  solo  una  proposicion  tentativa  de  lo  que  parece  ser  cierto  en  lo  general.  Asi  pues,  las 
conclusiones  a  las  que  se  llega  mediante  el  razonamiento  inductivo  son  solo  probables.  Para  demostrar 
que  una  proposicion  es  falsa,  puede  citarse  un  contraejemplo. 

Un  contraejemplo,  es  un  ejemplo  que  contradice  lo  indicado  por  la  proposicion.  Si  una  proposicion 
es  verdadera,  nunca  se  encontrara  un  contraejemplo.  Por  ejemplo  la  siguiente  proposicion  no  admite 
contraejemplos:  "si  dos  rectas  se  intersecan,  entonces  esas  dos  rectas  no  son  paralelas". 

En  cambio,  la  proposicion  "si  tres  puntos  son  coplanares,  entonces  son  puntos  colineales",  se  puede 
demostrar  que  es  falsa  presentando  tres  punto  coplanares  y  que  no  sean  colineales. 


Contraejemplo:  La  figura  muestra  tres  pun¬ 
tos  coplanares  que  no  son  colineales. 


Actividad  12 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

- -I 


a)  Primeramente,  debes  recordar  lo  que  es  un  numero  primo.  Enlista  los  primeros  15  numeros 
primos. _ 


b)  Se  asegura  que  la  expresion  n2  -  n  +  41  produce  numeros  primos  cuando  se  reemplaza  n  por  1,  2, 
3,  4, ...  Tu  reto  consiste  en  aceptar  que  esta  afirmacion  es  valida  para  todo  numero  natural  o  en  su 
defecto  encontrar  un  contraejemplo.  Escribe  tu  conclusion: _ 


La  matematica  se  ha  desarrollado,  gracias  a  infinidad  de  personas  que  han  experimentado  con  muchas 
conjeturas  que  fracasaron  y  algunas  otras  que  se  verificaron.  Una  conjetura  se  ha  verificado  desde  el 
punto  de  vista  formal  si  se  demuestra  que  es  valida  en  todos  los  casos,  si  se  dan  las  mismas  condiciones. 
La  verificacion  formal  de  una  conjetura  se  logra  mediante  el  denominado  razonamiento  deductivo. 
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El  razonamiento  deductivo  es  el  proceso  de  mostrar  que  ciertas  afirmaciones  son  los  resultados 
logicos  de  hechos  aceptados. 


^Que  distingue  a  un  razonamiento  inductivo  de  uno  deductivo?  En  un  primer  momenta,  es  su- 
ficiente  comprender  que  en  el  razonamiento  inductivo  tratamos  con  situaciones  particulares  y  en  el 
deductivo  manejamos  situaciones  generates  (algebraicas). 

Sin  embargo,  el  proceso  de  razonamiento  deductivo  requiere  la  aceptacion  de  unas  cuantas  conjeturas 
basicas  sin  comprobarlas.  Estas  conjeturas  aceptadas  sin  comprobacion,  se  llaman  axiomas. 


Un  axioma  es  una  proposicion  que,  siendo  evidente,  no  requiere  demostracion. 


Por  ejemplo,  aceptamos  sin  demostracion  que  en  los  numeros  reales  se  cumple  que  a  +  b  =  b  +  a.  A 
los  axiomas  tambien  los  denominaremos  propiedades.  Ademas  de  referirnos  a  axiomas  y  propiedades, 
hablaremos  de  postulados.  Un postulado  es  un  axioma  de  naturaleza  geometrica.  Se  eligen  como  axio¬ 
mas  y  postulados,  aquellas  propiedades  que  sean  mas  obvias  y  aceptables.  A  continuacion  se  muestran 
algunos  axiomas  de  uso  frecuente  en  geometria. 


Axiomas  de  los  numeros  reales  de  uso  frecuente  en  geometria 

Propiedad  conmutativa 

Para  cualesquiera  numeros  reales  a  y  b,  a  +  b  =  b  +  a,y  ab  =  ba 

Propiedad  distributiva 

Para  cualesquiera  numeros  reales  a,byc,  a(b  +  c)  =  ab  +  ac. 

Propiedad  del  inverso 
multiplicativo 

Para  todo  numero  real  a  *  0,  a(l/a )  =  1. 

Asimismo,  las  siguientes  propiedades  que  se  pueden  derivar  de  la  definicion  de  igualdad  tambien  se 
usan  frecuentemente  en  geometria: 


Propiedades  de  la  igualdadad  de  uso  frecuente  en  geometria 

Propiedad  reflexiva 

Para  cualesquiera  numero  real  a,  a  =  a 

Propiedad  simetrica 

Para  cualesquiera  numeros  reales  ay  b,  si  a  =  b,  entonces  b  =  a 

Propiedad  transitiva 

Para  cualesquiera  numeros  reales  a,  bye,  si  a  =  b  y  b  =  c,  entonces  a  =  c 
(Dos  cantidades  iguales  a  una  tercera  son  iguales  entre  si). 

Propiedad  de  la  adicion  y 
la  sustraccion 

Para  cualesquiera  numeros  reales  a,  by  c,  si  a  =  b, 
entonces  a  +  c  =  b  +  c,  ya-c  =  b-c. 

Propiedad  de  cancelation 

Para  cualesquiera  numeros  reales  a,  b  y  c,  si  a  +  c  =  b  +  c,  entonces  a  =  b; 
lo  mismo  que  sia-c  =  b-  c  entonces  a  =  b 

Propiedad  de  la  multipli¬ 
cation  y  la  division 

Para  cualesquiera  numeros  reales  a,b  y  c,si  a  =  b,  entonces  ac  =  be,  y  si  c  * 
0,  a/ c  =  b/ c. 

Propiedad  de  sustitucidn 

Toda  cantidad  puede  sustituirse  por  su  igual.  Por  ejemplo, 
six  +  a  =  bya  =  c,  entonces  x  +  c  =  b. 
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Todas  las  demas  conjeturas  que  pueden  demostrarse  como  verdaderas  con  la  ayuda  de  definiciones, 
axiomas,  postulados  y  la  logica  del  razonamiento  deductivo,  se  llaman  teoremas. 

La  verificacion  formal  de  una  conjetura  mediante  el  razona¬ 
miento  deductivo,  se  denomina  demostracion  matemdtica.  En 
otras  palabras,  una  demostracion  es  un  argumento  logico  apoya- 
do  por  proposiciones  la  verdad  de  las  cuales  se  admite,  sea  como 
hipotesis,  como  definicion,  como  axioma,  como  postulado  o  sea 
por  haberse  demostrado  previamente. 

En  el  diagrama  de  la  derecha,  se  distinguen  los  aspectos  de  la 
demostracion  de  un  teorema.  La  hipotesis  es  la  parte  que  se  supo- 
ne  cierta,  la  tesis  es  la  parte  que  se  pretende  demostrar  mediante 
una  secuencia  de  afirmaciones  y  razones. 

Existe  mas  de  un  formato  para  presentar  una  demostracion;  las  demostraciones  formales,  deberan 
aparecer  en  el  estudio  de  la  geometria  como  sistema  matematico  formal.  Sin  embargo,  para  lograr  esto, 
los  estudiantes  deben  encontrarse  en  un  nivel  de  desarrollo  que  se  logra  gradualmente.  Por  tanto,  por 
ahora,  se  anima  a  los  estudiantes  a  usar  argumentos  deductivos  informales  escritos  en  forma  de  parrafo. 
Una  demostracion  de  parrafo  consite  en  explicar  los  pasos  de  la  demostracion  y  la  justificacion  de  cada 
uno  de  estos  como  una  oracion  en  un  parrafo.  Antes  de  escribir  la  demostracion,  es  recomendable  esta- 
blecer  una  ruta  de  razonamiento  a  traves  de  un  esquema  en  forma  deflujo ;  este  esquema  esta  organizado 
en  una  serie  de  proposiciones  en  orden  logico,  comenzando  por  las  proposiciones  dadas.  Cada  proposi- 
cion  se  escribe  en  un  rectangulo  y  se  utilizan  flechas  para  mostrar  como  cada  proposicion  encadena  otra. 
Inclusive,  si  ademas  de  escribir  las  proposiciones  incluimos  sus  razones  o  justificaciones,  el  esquema  en 
si  mismo,  se  considera  una  demostracion.  Las  demostraciones  en  dos  columnas  las  presentamos  hasta 
la  ultima  unidad,  una  vez  que  se  ha  adquirido  experiencia  en  dichas  cuestiones. 

A  continuacion  aplicaremos  lo  antes  expuesto,  para  establecer  un  teorema  sencillo  que  conecta  los 
conceptos:  angulos  adyacentes  y  angulos  suplementarios.  Para  empezar,  realiza  la  siguiente  actividad  para 
que  puedas  llegar  a  una  conjetura. 


H 


Teorema 


ipotesis  )  Tesis _ ) 


Demostracion 

Afirmaciones  justificadas 
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Actividad  13 

a)  Dibuja  dos  parejas  de  angulos  adyacentes  tales  que  los  angulos  agudos  midan  lo  mismo. 

b)  ^Cuanto  miden los  angulos  suplementarios  de  cada pareja? _ 

c)  Si  en  la  siguiente  figura  Zl  =  Z2,  ^que  podra  asegurarse  acerca  de  los  angulos  3  y  4? 

Establece  una  conjetura _ 


Vamos  a  demostrar  que  tu  conjetura  es  un  teorema  el  cual  se  enuncia  y  demuestra  a  continuacion: 


Teorema:  Los  angulos  suplementarios  de  angu¬ 
los  iguales,  son  iguales. 


Hipotesis:  Zl  y  Z3,  son  suplementarios 

3  ^ 

1 

Tesis :  Z3  =  Z4  j 

Z4  y  Zl,  son  suplementarios 

4  / 

^  1 

Razonamiento  en  forma  de  flujo: 


fZl  y  Z3,  son  suplementariosj — 

— HZ1  +  Z3  =  1 80° 

Z1  +  Z3=Z4  +  Z1  ) 

f  Z4  y  Z 1,  son  suplementariosj — 

— ►(Z4  +  Z1  =  180° 

/ _ :: _ x  _ 

[Z> 

4  Z3=  Z4  +  — ►(  Z3  =  Z4 

Demostracion  de  parrafo:  Demuestra  que  Z3  =  Z4. 

Como  Zl  y  Z3,  son  suplementarios,  Zl  +  Z3  =  180°.  Por  la  misma  razon  Z4  +  Zl  =  180°.  Por  la 
propiedad  transitiva  de  la  igualdad  se  cumple  que,  Zl  +  Z3  =  Z4  +  Zl.  Y  aplicando  la  propiedad  de 
sustraccion  de  la  igualdad  da  como  resultado  Z3  =  Z4. 

Ejemplo  1 

En  el  inciso  b)  de  la  actividad  12,  exploraste  y  se  te  pidio  establecer  una  conjetura  la  cual  debe  ser 
parecida  a  la  siguiente: 


D 

*  F 

“Si  los  rayos  BD  y  BF  son  bisectrices  de  los 
angulos  adyacentes  ABE  y  CBE  respectivamen- 
te,  entonces  BD  _!_  BF 

A 

B 

>C 
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Demostracion  en  forma  de  flujo. 


c 

BD  es  bisectriz  de  ZABE 

)  (  ZABE=  ZABD  +  ZDBE  ) 

( 

~BFes  bisectriz  de  ZCBE 

)  (  ZCBE=Z CBF  +  ZFBE  ) 

Flipdtesis 

Propiedad  aditiva 

Hipotesis 

Propiedad  aditiva 

1 

I 

1 

c 

ZABD  =  ZDBE 

)— ►(  ZABE=  ZDBE  +  ZDBE  ) 

( 

ZCBF  =  ZFBE 

)— ►(  ZCBE=  ZFBE  +  ZFBE  ) 

Definition  de  bisectriz 

Propiedad 

Definition  de  bisectriz 

Propiedad 

de  sustitucion 

de  sustitucion 

f  ZABE  =  2(  ZDBE)  J 

ZCBE  =  2(ZFBE)  ) 

/  Reduction  de  terminos 

Reduction  de  terminos 

/  seme)antes^___^, — - — 1 

zi 

semejantes 

f ZABE  +  ZCBE=  ZABC=  180°  2 (ZDBE)  +  2 (ZFBE)=  180°  ) 


Propiedad  aditiva.  Propiedad  de  sustitucion 

Definition  de  angulo  llano. 

_ i _ 

(  ZDBF  =  ZDBE  +  ZFBE  \^C~^fiZDBE^ZFBE)^180^) 

Propiedad  aditiva  Factorizando 

_ i _  _  _ 

^  2{ZDBF)  =  180°  ^ ZDBF)  =  180°/  2  =  90°  ^ BD> y  BF^son  perpendiculares  ^ 

Propiedad  de  sustitucion  Propiedad  de  la  division  Definition  de  rectas 

perpendiculares 


1.5 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1  y  5.1 


EJERCICIOS 


- H 


1.  Agrega  a  tu  diccionario  los  terminos  de  esta  leccion,  que  consideres  mas  relevantes. 

2.  Auxiliado  por  un  razonamiento  en  forma  de  flujo,  escribe  en  cada  caso,  una  demostracion 
de  parrafo. 

a)  Hipotesis:  A2  y  A3,  son  complementarios 

Zl  =  Z2 

Demostrar:  A2  y  Al  son  complementarios 

b)  Hipotesis:  AB  =  CD  0 _ 0 _ 

Demostrar:  AC  =  BD  A  5 

c)  Hipotesis:  Al  =  A2 
Demostrar:  Al  =  A3 

d)  Hipotesis:  Za  =  Zb 
Demostrar:  Ac  =  Zd 


D 


c/a 


d/b 


2.  Resuelve: 

a.  Usa  el  razonamiento  inductivo  para  completar  esta  conjetura: 

Si  Zb  es  el  suplemento  de  un  angulo  agudo  a,y  Zc  es  el  complemento  de  Za,  entonces 
Zb  -  Ac= _ 

b.  Escribe  una  demostracion  de  parrafo  de  tu  conjetura  de  la  parte  a. 
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1.6  Descubrimiento  y  prueba  de  angulos  (1) 


Observa  los  dos  diagramas  siguientes.  En  cada  uno  de  ellos,  se  han  marcado  parejas  de  angulos  adyacen- 
tes.  ^Cuanto  vale  la  suma  de  cada  par  de  angulos  adyacentes? _ 


Trata  de  establecer  una  conjeturapara  los  angulos  adyacentes. 


La  suma  de  las  medidas  de  los  angulos  adyacentes 
es  igual  a 

a  (  ' 

_ b 

En  otras  palabras,  los  angulos  adyacentes  forman 
un  angulo 

Esta  conjetura  la  aceptaremos  como  verdadera,  por  lo  que  podemos  establecer  la  siguiente  propiedad. 

Propiedad  de  los  angulos  adyacentes.  Si  dos  angulos  son  adyacentes,  entonces  la  medida  de  los 
angulos  suman  180° 


Con  base  en  la  figura  completa  las  siguientes  proposiciones. 


Zc  +  Zd  = 
Zc  +  Zb  = 


En  la  siguiente  actividad  exploraras  a  los  angulos  opuestos  por  el  vertice. 


Actividad  14 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

- 1 
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b)  Mide  cuidadosamente  cada  uno  de  los  angulos. 

c)  Identifica  la  pareja  de  angulos  opuestos  por  el  vertice  con  sus  respectivas  medidas. 

El  ADCE  es  opuesto  por  el  vertice  al  AACB,  ambos  miden _ 

El  AACD  es  opuesto  por  el  vertice  al  ABCE,  ambos  miden _ 

El  AFHI  es  opuesto  por  el  vertice  al  AGHJ,  ambos  miden _ 

El  AKLN  es  opuesto  por  el  vertice  al  AMLO,  ambos  miden _ 

d)  Establece  una  conjetura  para  los  angulos  opuestos  por  el  vertice: _ 


Vamos  a  demostrar  que  tu  conjetura  es  un  teorema  el  cual  se  enuncia  y  demuestra  a  continuacion: 


Teorema:  Los  angulos  opuestos  por  el  vertice 
son  iguales. 


Hipotesis :  Aa  y  Ab,  son  opuestos 
por  el  vertice. 


AA 


El  Am  es  un  elemento  auxiliar 


Test's:  Aa  =  Ab 

<vv 

m 


Razonamiento  en  forma  de  flujo: 

Aa  y  Ab,  son  opuestos  por  el  vertice 


(  Aa  y  Am,  son  adyacentes  ) - ►(Za  +  Am  =  180°)Ns~svs^ _ 

\Aa  +  Am  =  Ab  +  A\ 

C  Zb  y  Zm,  son  adyacentes  j - »(2b  +  Zm  =  180^^'  ^ _ 

(. Aa  +  A^/i^  Ab  +  — *~(^Aa  =  Ab  ) 


Demostracion  de  parrafo:  Demuestra  que  Aa  =  Ab. 

Como  Aa  y  Am,  son  adyacentes  Aa  +  Am  =  180°.  Por  la  misma  razon  Ab  +  Am  =  180°.  Por  la 
propiedad  transitiva  de  la  igualdad  se  cumple  que,  Aa  +  Am  =  Ab  +  Am  .  Y  aplicando  la  propiedad  de 
sustraccion  de  la  igualdad  da  como  resultado  Aa  =  Ab. 

Ahora,  para  comprobar  que  has  comprendido  esta  demostracion,  realiza  la  siguiente  actividad. 


Actividad  15 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  8.3 


Utilizando  la  figura  de  la  derecha,  demuestra  que  Ax  =  Ay 


1 
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1.6  EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1  y  5.1 


1.  Agrega  a  tu  diccionario  los  terminos  de  esta  leccion,  que  consideres  mas  relevantes. 

En  los  ejercicios  2  -  9,  encuentra  cada  angulo  marcado  con  una  letra  sin  usar  transportador. 


Enlos  ejercicios  10-15,  indicar  si  cada  oracion  es  verdadera  siempre  (S),  algunas  veces  (A),  o  nunca  (N). 
Debes  plantear  ejemplos  y  contraejemplos  en  cada  caso. 


10.  _ La  suma  de  las  medidas  de  dos  angulos  agudos  es  igual  a  la  medida  de  un  angulo  obtuso. 

11.  _  Si  AXAYy  APA Q.son  opuestos  por  el  vertice,  entonces  ya  sea  X,  A,  yP  o  X,  A,  y  Q.son 

colineales. 

12.  _ La  suma  de  las  medidas  de  dos  angulos  obtusos  es  igual  a  la  medida  de  un  angulo  obtuso. 

13.  _  La  diferencia  entre  la  medida  del  suplemento  y  el  complemento  de  un  angulo  es  90°. 

14.  _  Si  dos  angulos  son  adyacentes,  entonces  son  suplementarios. 

15.  _  Si  una  oracion  es  verdadera,  entonces  la  inversa  es  verdadera. 

16.  Calcular  la  medida  de  los  angulos  que  se  indican: 

As  - _ 

ZiK  =  _ 
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1.7  Descubrimiento  y  prueba  en  angulos  (2): 

Angulos  sobre  rectas  paralelas 

Lee  con  atencion  los  siguientes  terminos  informales  que  te  ayudaran  a  identificar  y  comprender  las  pro- 
piedades  de  los  angulos  entre  paralelas. 

Una  sierra  es  una  figura  formada  por  dos  segmentos  paralelos  entre  si,  conectados  en  uno  de  sus  extra- 
mos  por  otro  segmento. 


Una  escalera  es  una  estructura  formada  por  una  recta  y  una  familia  de  segmentos  con  origen  en  la  rec¬ 
ta,  situados  todos  al  mismo  lado  de  la  recta,  paralelos  entre  si. 


Para  ayudarte  a  identificar  las  propiedades  que  cumplen  los  angulos  asociados  con  sierras  y  escaleras, 
realiza  la  siguiente  actividad. 


Actividad  16 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  1 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

- 1 


a)  ^Como  se  llaman  los  angulos  formados  por  una  sierra? 
_ ;  los  angulos  <j)  y  0  se  llaman _ 


b)  ^Como  se  llaman  los  angulos  formados  por  una  escalera? 

_ ;  los  angulos  p  y  a  se  llaman _ 

c)  En  cualquier  carton  dibuja  un  angulo  parecido  al  angulo  (3  que  se  muestra: 


•  Recorta  el  angulo  a  traves  de  sus  lados. 

•  Con  la  plantilla  del  angulo  que  recortaste,  dibuja  varios  angulos 
congruentes  apoyados  sobre  una  recta. 


d)  Ahora,  prolonga  tanto  como  puedas  cada  recta  iv  i2  y  i3  iQue  observas? _ 

De  manera  inductiva  podemos  concluir  que  las  rectas  senaladas  son  paralelas. 
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De  otra  manera,  si  formamos  una  escalera  con  un  mismo  angulo,  se  forma  un  sistema  de  rectas  pa- 
ralelas  cruzadas  por  una  transversal.  Ademas,  en  este  sistema,  se  observa  que  los  angulos  correspon- 
dientes  son  iguales. 

e)  Coloca  la  misma  plantilla  de  tal  manera  que  se  formen  las  siguientes  figuras. 


Podemos  concluir  que:  si  formamos  una  sierra  con  un  mismo  angulo,  se  forma  un  sistema  de  rectas 
paralelas  cruzadas  por  una  transversal.  Ademas,  en  este  sistema,  se  observa  que  los  angulos  alternos 
internos  son  iguales.  Tambien,  los  angulos  alternos  externos  son  iguales. 

f)  Usa  tus  hallazgos  para  completar  las  siguientes  conjeturas: 

Si  dos  rectas  paralelas  son  cortadas  por  una  trasversal,  entonces: 

1 )  Los  angulos  correspondientes  son _ . 

2)  Los  angulos  alternos  internos  son  _ . 

3)  Los  angulos  alternos  externos  son _ . 


A  continuacion  argumentaremos  de  manera  deductiva  las  conjeturas  que  se  acaban  de  establecer.  Para 
ello,  debemos  aceptar  como  valida  una,  cualesquiera  de  las  tres  conjeturas  sobre  rectas  paralelas. 

En  este  curso,  aceptaremos  como  valido  que  los  angulos  correspondientes  entre  paralelas  son  iguales. 
Seguiremos  los  pasos  ya  conocidos. 


Postulado.  Dos  rectas  paralelas  cortadas  por  una  transversal  forman  con  ella  angulos  correspon¬ 
dientes  iguales. 


Una  vez  establecido  este  postulado,  se  pueden  demostrar  las  conjeturas  restantes.  Vamos  a  demostrar  la 
conjetura  de  los  angulos  alternos  internos. 
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Teorema;  Dos  rectas  paralelas  cortadas  por  una  trans¬ 
versal  forman  con  ella  angulos  alternos  internos  iguales. 


Hipotesis;  la  recta  i 

es  paralela  a  la  recta  m. 

Ab  y  Ac,  son  alternos  internos. 


El  Aa  es  un  elemento  auxiliar. 


Razonamiento  en  forma  de  flujo: 


Tesis: 

Ab  =  Ac 


Alb  y  Ale,  son  alternos  internos 


Demostracion  de  parrafo:  Demuestra  que  Ab  =  Ac. 

Puesto  que  las  rectas  ly  m  son  paralelas  y  son  cortadas  por  la  transversal  t,  y  de  acuerdo  con  el  pos- 
tulado  de  los  angulos  correspondientes,  Aa  =  Ac.  Ademas,  Aa  =  Ab  por  ser  opuestos  por  el  vertice. 
Finalmente,  por  la  propiedad  transitiva  de  la  igualdad  podemos  afirmar  que  Ab  =  Ac. 

Ah  ora,  para  que  consolides  tus  conocimientos,  realiza  la  siguiente  actividad. 


Actividad  17 


a)  Demuestra  los  siguientes  teoremas. 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 
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Teorema.  Dos  rectas  paralelas  cortadas  por  una  transversal 
forman  con  ella  angulos  alternos  externos  iguales. 


Teorema:  Los  angulos  colaterales  internos  formados  por  dos  rectas  paralelas 
cortadas  por  una  transversal,  son  suplementarios. 


Utilizando  la  proposicion  si-entonces,  las  propiedades  de  las  rectas  paralelas  queda  de  manera  gene¬ 
ral  de  la  siguiente  manera: 

Si  dos  rectas  paralelas  son  cortadas  por  una  transversal,  entones  los  angulos  correspondientes  son 
iguales,  los  angulos  alternos  internos  son  iguales,  y  los  angulos  alternos  externos  son  iguales. 

Si  invertimos  las  partes  de  la  proposicion  "si"  y  "entonces"  de  una  proposicion  " si-entonces ",  se  obtiene 
el  inverso  de  la  proposicion.  He  aqui  el  inverso  de  las  propiedades  de  las  paralelas: 

Si  dos  rectas  son  cortadas  por  una  transversal  para  formar  un  par  de  angulos  correspondientes 
iguales,  angulos  alternos  internos  iguales,  o  angulos  alternos  externos  iguales,  entonces  las  rectas  son 
paralelas. 
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EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1  y  5.1 


1.  Agrega  a  tu  diccionario  los  terminos  de  esta  lection,  que  consideres  mas  relevantes. 

En  los  ejercicios  2-6,  usa  la  figura  de  la  derecha  para  encontrar  un  ejemplo  de  cada  termino. 


2.  Angulos  correspondientes. 

3.  Angulos  alternos  internos. 

4.  Angulos  alternos  externos. 

5.  Angulos  opuestos  por  el  vertice. 

6.  Par  de  angulos  adyacentes. 


En  los  ejercicios  7-12,  usa  la  figura  anterior  para  indicar  si  cada  oration  es  siempre  (S),  algunas  veces 
(A),  o  nunca  (N)  verdadera. 


7. 

Zl  =  Z3 

8. 

Z3  =  Z8 

9. 

Z2  y  Z6  son  suplementarios. 

10. 

Z7  y  Z8  son  suplementarios. 

11. 

mZl^m  Z6 

12. 

m  Z5  =  m  Z4 

En  los  ejercicios  13-15,  usa  las  propiedades  de  lineas  paralelas  para  encontrar  la  medida  de  cada  angulo. 
Observation:  marcas  iguales  tipo  flechas  sobre  rectas  que  aparentan  ser  paralelas,  nos  indican  que  si  lo 
son. 


En  los  ejercicios  16  -  17,  usa  las  propiedades  de  lineas  paralelas  para  determinar  si  o  no  ||  i2 


16. 
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1.8  Construcciones  geometricas 

En  geometria,  construir  una  figura  consiste  en  trazarla  usando  un  compas  y  una  regia  no  graduada.  Es 
decir,  cuando  te  pidan  construir  una  figura,  no  debes  usar  herramientas  de  medicion. 

Sigue  las  siguientes  instrucciones  que  explican  como  trazar  un  segmento  igual  a  otro.  Repite  el  proceso 
en  tu  cuaderno. 


Procedimiento: 

1.  Dibujamos  una  semirrecta  mas  larga  que  AB. 

2.  Con  centra  A,  trazamos  un  arco  y  lo  trasladamos 
al  rayo  dibujado.  Si  C  es  el  extremo  inicial  del  nue- 
vo  segmento,  y  D  el  punto  de  cruce  en  el  arco  y  la 
semirrecta,  tenemos  que  AB  =  CD. 


Ahora,  trata  de  comprender  el  proceso  de  trazar  un  angulo  igual  a  otro  usando  una  regia  no  graduada  y 
compas.  Repite  el  proceso  en  tu  cuaderno. 


Procedimiento: 

1.  Dibujamos  una  semirrecta  mas  larga  que  AB. 

2.  Con  centra  A,  trazamos  el  arco  1  y  lo  traslada- 


3. 


mos  al  rayo  dibujado.  Si  C  es  el  extremo  inicial 
del  nuevo  rayo,  y  D  el  punto  de  cruce  del  arco  y  la 
semirrecta,  tenemos  que  AB  =  CD. 

Con  centra  en  B,  trazamos  el  arco  2  y  lo  traslada¬ 
mos  al  lado  dibujado. 


A  continuacion  aprenderas  a  construir  la  bisectriz  de  un  angulo.  Repite  todo  el  proceso. 


Procedimiento: 

1.  Con  centra  en  el  vertice  A  del  angulo,  se  traza  el 
arco  l. 

2.  Con  centra  en  By  C,  y  con  la  misma  abertura  del 
compas,  se  trazan  los  arcos  2  y  3. 


Mediatriz  de  un  segmento  La  mediatriz  de  un  segmento 
es  una  recta  que  pasa  por  el  punto  medio  del  segmento  y 
es  perpendicular  al  segmento. 


La  recta  m  es  la  mediatriz  de  AB. 

Si  m  es  mediatriz  de  AB,  entonces  m  es  perpen¬ 
dicular  a  AB  y  C  es  punto  medio  de  AB. 
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Para  trazar  la  mediatriz  de  un  segmento,  sigue  el  siguiente  pro- 
cedimiento. 

1.  Con  una  abertura  del  compas  mayor  que  la  mitad  del  seg- 
mento  y  con  centra  en  A,  se  trazan  los  arcos  1  y  2. 

2.  Con  la  misma  abertura  del  compas  y  con  centra  en  B,  se 
trazan  los  arcos  3  y  4. 

3.  Al  trazar  la  mediatriz,  se  obtiene  el  punto  medio  M  del 
segmento. 

Realiza  la  siguiente  actividad  para  que  descubras  una  propie- 
dad  importante. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

i  •  Evidential  Trabajo  colaborativo  i 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3  i 

L - 1 

Actividad  18 

Rotula los  extremos  del  segmento  con  las  letras  Ay  B.  Co- 
loca  tres  puntos  (P,  QyR)  sobre  la  mediatriz  y  usa  tu  com¬ 
pas  para  comparar  las  distancias  PA  y  PB,  QA  y  QB,  AR  y 
RB.  En  cada  caso,  debes  encontrar  que  las  distancias  son 
iguales.  Establece  una  conjetura. 


Tu  conjetura  debe  ser  parecida  a  la  siguiente. 

Conjetura  de  la  mediatriz.  Si  un  punto  esta  sobre  la  mediatriz  de  un  segmento,  entonces  es 
equidistante  con  respecto  a  los  extremos. 

Aceptaremos  como  valida  esta  conjetura,  asi  como  su  inversa,  a  saber: 

Conjetura  de  la  inversa  de  la  mediatriz.  Si  un  punto  es  equidistante  a  los  extremos  de  un 
segmento,  entonces  esta  sobre  la  mediatriz  del  segmento. 

Enseguida,  se  explica  como  construir  la  perpendicular  a  una  recta  desde  un  punto  que  no  esta  sobre  la 
recta. 

Procedimiento: 

1.  Dibuja  una  recta  y  un  punto  P,  que  no  este  sobre  la  recta.  Con  la  punta  del  compas  apoyada  en  el 
punto  P,  traza  dos  arcos  sobre  la  recta.  Rotula  los  puntos  de  interseccion  con  AyB. 


< - V- 


- ► 


A 


B 
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Observa  que  PA  =  PB,  asi  que  el  punto  P  esta  sobre  la  mediatriz  de 
AB.  Usa  la  construccion  que  aprendiste  en  la  actividad  3  para  cons- 
truir  la  mediatriz  de  AB.  Rotula  el  punto  de  interseccion  como  M.  De 
esta  manera,  se  ha  construido  una  perpendicular  a  una  recta  desde  un 
punto  que  no  esta  sobre  la  recta. 


Utilizando  el  concepto  de  perpendicularidad,  estableceremos 
dos  propiedades  importantes.  Realiza  la  siguiente  actividad. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  8.3 


Tus  observaciones  deben  conducir  a  la  siguiente  conjetura. 

Conjetura  de  la  distancia  mas  corta.  La  distancia  mas  corta  de  un  punto  a  una  recta,  se  mide 
a  lo  largo  del  segmento  perpendicular,  desde  el  punto  a  la  recta. 


Asimismo,  se  plantea  la  siguiente  definicion. 

La  distancia  de  un  punto  a  una  recta,  es  la  longitud  del  segmento  perpendicular  que  va  del 
punto  a  la  recta.  Asi,  en  la  figura  anterior,  la  distancia  del  punto  P  a  la  recta  l  es  PM. 


Por  ultimo,  aprenderas  a  trazar  una  paralela  a  una  recta. 


Procedimiento: 

1.  Por  el  punto  P  se  traza  la  recta  PA  que  corte  a  la  recta  dada  en  B. 

2.  Se  traza  en  P  el  A 1  igual  al  PAB. 

Por  el  criterio  del  paralelismo  las  rectas  son  paralelas. 
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1.8  EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1  y  5.1 


1.  Agrega  a  tu  diccionario  los  terminos  de  esta  leccion,  que  consideres  mas  relevantes. 
En  los  ejercicios  2-3,  considera  el  segmento  PQ^ 


2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
7. 


Construye  un  segmento  congruente  con  PQ. 

Al  semento  trazado  en  2,  trazale  su  mediatriz. 

En  los  ejercicios  4-5,  usa  el  angulo  A  de  la  derecha. 

Con  regia  y  compas,  construye  un  angulo  congruente  con  ZA. 

Traza  la  bisectriz  del  ZA. 

En  los  ejercicios  6-7,  considera  la  recta  i  y  el  punto  P. 

Con  regia  y  compas,  traza  una  perpendicular  a  la  recta  i  que  pase  por  P. 
Con  regia  y  compas,  traza  una  paralela  a  la  recta  i  que  pase  por  P. 


jlndagando  con  ayuda  de  la  tecnologia! 


Actividad  20 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  exploracion  con  tecnologia 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.6 


La  exploracion,  el  planteamiento 
de  conjeturas  y  la  busqueda  de 
explicaciones,  son  actividades 
que  se  facilitan  con  el  uso  de  tec¬ 
nologia.  Geogebra,  es  el  nombre 
de  un  software  libre,  que  te  sera 
de  mucha  ayuda  en  tu  trabajo 
con  objetos  geometricos.  Tu  pri- 
mera  actividad  con  tecnologia, 
consistira  en  lo  siguiente: 


GeoGebra 


1.  Descarga  el  software  geogebra;  puedes  nacerio  ciesde  la  direccion:  nttp:/ / www.geogebra.org/ cms/ 
es/ download/ 


2.  Explora  todos  los  menus  del  software.  Haz  clic  en  ayuda,  luego  en  tutoriales  y,  por  ultimo,  die  en 
guia  rapida.  De  esta  ultima,  solo  revisa  por  el  momento,  las  tres  primeras  paginas. 

3.  Ahora,  entra  a  la  siguiente  direccion  electronica,  que  corresponde  a  un  video  sobre  el  geogebra. 
https://www.youtube.com/watch?v=uAvGn6Toh6g 

4.  Demuestra  lo  que  aprendiste  trazando  segmentos  ,  rectas,  semirrectas,  angulos.  Determina  el 
punto  de  interseccion  entre  objetos,  determina  longitud  de  segmentos  y  medida  de  angulos. 
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Construir  con  Geogebra,  un  segmento 
congruente  a  uno  dado. 

1.  Usa  la  opcion  segmento  y  traza  un  segmento. 

2.  Usa  la  opcion  semirrecta  y  traza  una  semirrecta. 

3.  Usa  la  opcion  compas,  da  clic  de  manera  sucesiva  en 
cada  uno  de  los  extremos  del  segmento.  Sin  soltar  el 
raton,  arrastra  el  circulo  (hace  las  veces  de  compas)  y 
coloca  su  centra  en  el  extremo  inicial  de  la  semirrecta 
y  da  clic. 

4.  Usa  la  opcion  interseccion,  da  clic  en  el  circulo  y  en  la 
semirrecta.  Aparecera  el  segundo  extremo  del  nuevo 
segmento  que  es  una  copia  del  segmento  dado. 

5.  Verifica  que  los  segmentos  son  iguales  usando  la  op¬ 
cion  distancia. 


Construir  con  geogebra,  un  angulo  congruente  a  uno  dado. 

1.  Usa  la  opcion  semirrecta  y  construye  un  angulo  cualquiera 
(solo  etiqueta  los  puntos  AyB). 

2.  Usa  la  opcion  semirrecta  y  traza  una  tercer  semirrecta  que  inicie  en  C. 

3.  Usa  la  opcion  circunferencia,  clic  en  A  y  en  B. 

4.  Usa  la  opcion  interseccion  para  encon- 
trar  el  punto  D. 

5.  Usa  la  opcion  compas,  da  clic  en  A  y  en  B 
y  trasladolo  a  la  semirrecta  dando  clic  en 
C. 

6.  Usa  la  opcion  interseccion  para  encon- 
trar  el  punto  E. 

7.  Usa  la  opcion  compas,  clic  en  B  y  D  y  trasladalo  dando  clic  en  E. 


8.  Encuentra  la  interseccion  F,  y  traza  una  semirrecta  por  CyF. 

9.  Oculta  los  objetos  de  tal  manera  que  solo  quede  el  angulo  igual  al  angulo  dado. 
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EXAMEN  1  (PROBLEMARIO) 


Aspecto  a  evaluar:  Producto  integrador  de  unidad 
Evidencia:  Examen  (problemario) 

Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.3  y  2. 


instrucciones:  Resuelve  los  siguientes  problemas  como  preparacion  para  evaluar  lo  indicado.  En 
cada  respuesta  se  debe  incluir  el  razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 

Problema  1.  Una  recta  parte  alrectangulo  AB CD  como  se  mues- 
tra.  Si  el  segmento  AP  mide  3  y  el  segmento  QC  mide  2,  ^cuanto 
vale  la  longitud  de  DQ. menos  la  longitud  de  PB1 


Problema  2.  ^cuantos  postes  se  necesitan  para  cercar  un  terreno 
rectangular  si  entre  los  postes  debe  haber  2  metros  de  distancia  y  el 
terreno  mide  6  metros  por  9  metros? 

Problema  3.  De  acuerdo  a  la  siguiente  ilustracion,  encuentra  el  patron  seguido  entre  el  numero 
de  puntos  y  el  numero  de  rectas  formadas  y  determina  cuantas  rectas  se  forman  con  (a)  6  puntos  y 
(b)  7  puntos  y  (c)  8  puntos. 

•  •  • 

*  *  • 


4  puntos 
6  rectas 


5  puntos 
10  rectas 
(compruebalo) 


6  puntos 

?  rectas 


7  puntos 
?  rectas 


•  • 

8  puntos 

?  rectas 


Problema  4.  Dos  ciudades  necesitan  un  servicio  adicional 
de  agua.  Se  decidio  construir  una  planta  purificadora  de  agua 
junto  a  un  rio  cercano  y  canalizar  el  agua  desde  la  planta  hasta 
cada  ciudad.  Cada  ciudad  pagara  la  instalacion  de  las  tuberias 
que  iran  de  la  planta  a  ella.  La  planta  debe  ubicarse  a  la  misma 
distancia  de  las  dos  ciudades.  iQue  conceptos  geometricos 
nos  permite  resolver  este  problema?  Mediante  una 
construccion  geometrica  determinese  el  punto  en  que 
debe  colocarse  la  planta  para  satisfacer  estos  objetivos. 


Problema  S.  En  el  desierto:  En  la  figura  se  muestra  parte  de  un  mapa  de  un  desierto.  Hay  dos 
pozos  en  esta  region.  Imaginate  que  estas  con  tu  rebano  de  ovejas  en  J,  que  estas  muy  sediento  y 
solo  llevas  este  mapa  contigo. 

a)  <;A  cual  de  los  pozos  irias  a  tomar  agua?  Formacifoyrccosa 

b)  Senala  otros  dos  lugares  desde  los  cuales  irias  al  pozo  2. 

Escogelos  uno  alejado  del  otro.  £/ 

c)  Ahora,  esboza  una  division  del  desierto  en  dos 
partes  o  regiones  de  manera  que  siempre  tengas  mas 
cerca  un  pozo  que  el  otro  pozo.  ^Si  estas  en  la  frontera 
a  que  pozo  irias  y  por  que? 

d)  iQue  clase  de  linea  es  la  frontera?  ^ Recta  o  curva? 

e)  Encuentra  un  procedimiento  para  dibujar  esta  linea.  Describe  los  pasos  de  este  procedi- 
miento. 


Pozi 


Pozo 


'astoseco 


asto  seco 
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Problema  6.  Si  se  dibujan  un  drculo  y  un  rectangulo  en  la  misma  hoja,  ^cual  es  el  maximo  n li¬ 
me  ro  de  puntos  comunes  que  pueden  tener? 


Problema  7.  La  luz  tiene  una  propiedad  muy  importante,  la 
propiedad  de  reflexion,  es  decir,  que  si  un  rayo  de  luz  choca  con 
una  superfide  que  refleje  las  imagenes  (por  ejemplo  un  espejo), 
se  refleja  formando  el  mismo  angulo  con  el  que  llego.  Se  llama 
angulo  de  incidencia  el  formado  por  el  rayo  incidente  y  la  normal 
(semirrecta  perpendicular  a  la  superfide  de  choque),  y,  se  llama 
angulo  de  reflexion  al  formado  por  el  rayo  reflejado  y  la  normal.  En 
la  figura  de  la  derecha,  si  ZABI  =  49°,  determina  la  medida  del 
angulo  de  reflexion  ZDBR. 


OJ 

CM 

C/3 

PM 

B 


Rayo  de  luz 


"Angulo  de  incidencia 
■^■►Normal 


Angulo  de 

reflexion 


Problema  8.  Auxiliado  por  un  razonamiento  en  forma  de  flujo,  escribe  en  cada  caso,  una  demostra- 
cion  de  parrafo. 

a)  Hipotesis:  ABAC  =  /EPF 
AG  bisecta  ABAC 
DH  bisecta  ZEDF 
Demostrar:  ZGAC  =  ZHDF 


b)  Hipotesis:  a,byc  son rectas, 
Z1  +  Z3  =  180° 

Demostrar:  Z2  =  Z4 


1  •  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto  ! 

Saber  ser:  Puntualidad y  actitud.  i  •  Evidencia:  Autoevaluacion 

•  I 

instrucciones:  A  continuacion  valora  tu  desempeno  colocando  una  y  en  la  puntuacion  que  refle-  ] 
ja  tu  desempeno  segun  los  siguientes  indicadores  que  apuntan  al  logro  de  competencias  genericas: 


Desempeno 

Siempre 

(3) 

Algunas  veces 
(2) 

Nunca 

(1) 

Llegue  puntualmente  a  las  clases. 

Mostre  un  comportamiento  aceptable  en  el  grupo. 

Mostre  capacidad  de  trabajo  independiente. 

Realice  las  actividades  establecidas. 

Mantuve  una  actitud  de  respeto  y  tolerancia  hacia  el 
trabajo  en  equipo. 

Aporte  puntos  de  vista  con  apertura  y  considere  los  de 
mis  companeros  de  manera  reflexiva. 

Entregue  cada  uno  de  los  trabajos  encomendados  en 
fechas  acordadas. 

2 

unidad 


Triangulos: 
Propiedades  y  criterios 
de  congruencia 


Proposito  de  unidad 

Analiza  las  caracteristicas  y  propiedades  de  los  triangulos,  incluyendo  las  relaciones  de  con¬ 
gruencia,  para  desarrollar  y  presentar  argumentos  inductivos  y  deductivos  sobre  estas  ideas 
y  relaciones  geometricas,  y,  las  aplica  en  diversos  contextos  teoricos  o  practicos  de  una  ma- 
nera  critica  y  reflexiva. 


Indicadores  de  desempeno 

•  Define  y  clasifica  triangulos  segun  la  medida  de  sus  lados  y  de  sus  angulos. 

•  Identifica  y  enuncia  los  criterios  de  congruencia  de  triangulos,  LAL,  ALA ,  AAL  y  LLL. 

•  Utiliza  las  tecnologias  de  la  informacion,  para  construir  triangulos,  asi  como  las  rectas  y  puntos  notables. 

•  Utiliza  las  tecnologias  de  la  informacion,  para  explorar  las  propiedades  de  los  triangulos  y  los  criterios  de  congruencia. 

•  Justifica  las  propiedades  de  los  triangulos. 

•  Aplica  los  criterios  LAL,  ALA,  AAL  y  LLL  para  verificar  congruencia  entre  triangulos  y  entre  partes  correspondientes 
de  triangulos  congruentes. 

•  Aplica  las  propiedades  de  los  triangulos  en  la  resolution  de  problemas  geometricos. 


Competencias  disciplinares  a  evaluar 

2  Formula  y  resuelve  problemas  matematicos,  aplicando  diferentes  enfoques. 

4.  Argumenta  la  solution  obtenida  de  un  problema ,  con  metodos  analiticos  o  variacionales,  para  la  comprension  y  analisis 
de  situaciones  reales,  hipoteticas  o  formales. 

8.  Interpreta  tablas,  graficas,  mapas,  diagramas  y  textos  con  simbolos  matematicos  y  cientificos. 


Atributos  de  Competencias  genericas  a  evaluar. 

4.1  Expresa  ideas  y  conceptos  mediante  diversos  sistemas  de  representation  simbolica. 

4.3  Identifica  y  evalua  las  ideas  clave  en  un  texto  o  discurso  oral  e  infiere  conclusiones  a  partir  de  ellas. 

5.6  Utiliza  las  tecnologias  de  la  informacion  y  comunicacion  para  procesar  e  interpretar  informacion. 

6.4  Estructura  ideas  y  argumentos  de  manera  clara,  coherente  y  sintetica. 

8.3  Asume  una  actitud  constructiva  al  intervenir  en  equipos  de  trabajo,  congruente  con  los  conocimientos  y  habilidades  que 
posee. 


44 


Actividad  preliminar 

^Por  que  es  importante  estudiar  esta  unidad? 


El  siguiente  problema  muestra  la  utilizacion  de  varios  con- 
ceptos  geometricos,  algunos  ya  estudiados  y  otros  que  estu- 
diaras  en  esta  unidad.  Analizalo  atentamente. 


Problema.  A  partir  de  la  figura,  demuestra 
que,  en  un  espejo  piano,  la  imagen  se  ubi- 
ca  a  la  misma  distancia  del  objeto  al  espe¬ 
jo,  pero  detras  de  este;  esto  es,  la  distancia 
del  objeto  So  es  igual  a  la  distancia  de  la 
imagen  Si.  Se  debe  tener  en  cuenta  que  el 
angulo  de  incidencia  es  igual  al  angulo  de 
reflexion,  es  decir:  di  =  dr. 


-H 


Con  tus  conocimientos  previos,  resuelve  la  siguiente  actividad: 


Actividad  1 


i  •  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 
•  Evidencia:  Autoevaluacion 


a)  Primero  analiza  detenidamente  el  razonamiento  seguido  para  demostrar  que  S0  =  S;  que  se 
muestra  en  un  esquema  de  flujo. 


Razonamiento  en  forma  de  flujo: 


f  Los  rayos  SP  y  AQson  paralelos  ^ 


(  9i  +  9r  =  9i  +  ZVPA  ) 


(  ZRAS=di  +  8r 


( ZRAS=  ZVSA+  ZVPA ) — >(9i  +  9r  =  ZVSA  +  ZVPA)^  (  9r  =  ZVPA  )- 


(  ZSVA  =  90° 

C  ZPVA  =  90° 


(  ZVSA  =  9r  ) 
►(  ZVSA  -  ZVPA  ) 


(  AVAS  =  AVAP  ) 


Sp  -  Sx  ^ 
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b)  dQue  tanto  recuerdas  de  lo  que  estudiaras  en  esta  unidad? 

Utiliza  tus  conocimientos  previos  para  resolver  el  siguiente  crucigrama,  de  ser  necesario  consulta  el 
material  de  esta  unidad  y  revisa  tus  respuestas. 


Horizontales 

1.  Triangulos  cuyos  an- 
gulos  respectivos  son 
iguales,  y  sus  lados  ho¬ 
mologos  proporciona- 
les. 

2.  Punto  de  concurrencia 
de  las  tres  alturas  de  un 
triangulo. 

3.  Punto  de  concurrencia 
de  las  tres  mediatrices 
de  un  triangulo. 

4.  Triangulos  que  tienen 
sus  angulos  y  lados  co- 
rrespondientes  iguales. 

5.  Triangulo  que  no  tiene 
lados  iguales. 

6.  Si  dos  lados  y  el  an- 
gulo  comprendido  de 
un  triangulo  son  con- 
gruentes  con  dos  lados 
y  el  angulo  compren¬ 
dido  de  otro  triangulo, 
entonces  los  triangulos 
son  congruentes. 

7.  Triangulo  que  tiene  sus 
tres  angulos  agudos. 

8.  Triangulo  que  tiene 
sus  tres  lados  iguales. 

9.  Segmento  que  conecta 
un  vertice  de  un  trian¬ 
gulo  con  el  punto  me¬ 
dio  del  lado  opuesto. 

18.  Triangulo  que  tiene  un 
angulo  obtuso. 


Verticales 

10.  Segmento  perpendicular  que  va  de  un  vertice  de  un  triangulo  a  la 
recta  que  contiene  el  lado  opuesto. 

11.  Triangulo  que  tiene  un  angulo  recto. 

12.  Punto  de  concurrencia  de  las  tres  bisectrices  de  un  triangulo. 

13.  Triangulo  que  tiene  al  menos  dos  lados  iguales. 

14.  Si  dos  angulos  de  un  triangulo  son  iguales  a  dos  angulos  de  otro 
triangulo,  entonces  los  triangulos  son  semejantes. 

15.  Si  dos  angulos  y  el  lado  comprendido  de  un  triangulo  son  congruen¬ 
tes  con  dos  angulos  y  el  lado  comprendido  de  otro  triangulo,  enton¬ 
ces  los  triangulos  son  congruentes. 

16.  Punto  de  concurrencia  de  las  tres  medianas  de  un  triangulo. 

17.  Es  la  igualdad  entre  dos  razones. 


MATE  M  ATI  CAS  III  •  GEOMETRIA  Y  TRIGOIMOMETRIAl  WWM 


Clasificacion  y  construccion  de  triangulos 


Clasificacion,  rectas  y  puntos  notables  de  triangulos. 


Lee  con  atencion: 

Por  un  punto  A  pasan  una  infinidad  de  rectas.  Dados 
dos  puntos  Ay  Bj  determinan  una  recta  y  dados  tres 
puntos  A,  By  C,  estos  determinan  una  o  tres  rectas: 
Recordemos  que  si  los  tres  puntos  estan  sobre  una  rec¬ 
ta  los  llamamos  puntos  colineales.  Si  los  tres  puntos 
no  son  colineales,  forman  un  triangulo  con  las  tres 
rectas  que  estos  determinan. 


— * - • - 

Tres  puntos,  una  recta 


Los  segmentos  de  recta  determinados  por  los  puntos  de  interseccion  se  llaman  lados  del  triangulo  y  los 
vertices  de  los  angulos  formados  por  estos  segmentos  son  los  vertices  del  triangulo.  Si  estos  vertices  se 
denominan  A,  B  y  C,  el  triangulo  se  simboliza  como  A ABC. 


Los  angulos  A,  B  y  C  son  angulos  interiores.  Los  angulos  suplementarios  a  estos,  se  llaman  angulos 
exteriores. 


Un  angulo  exterior  es  aquel  formado  por  un  lado  del  triangulo  y  la  prolongacion  de  otro  lado. 


Actividad  2 


a)  En  el  triangulo  de  la  derecha  localiza  los  vertices 
y  los  lados. 


b)  En  el  triangulo  anterior,  marca  los  angulos  interiores  y  tres  angulos 
exteriores.  Utiliza  un  mismo  color  para  cada  tipo  de  angulo. 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 
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Clasificacion  de  triangulos 


En  tus  estudios  de  primaria  y  secundaria,  seguramente  aprendiste  a  clasificar  triangulos.  A  continuacion 
recordaras  estos  aspectos. 

Los  triangulos  se  clasifican  por  sus  angulos  en  acutangulos,  rectangulos  y  obtusangulos. 

•  Los  triangulos  acutangulos  son  los  que  tienen  sus  tres  angulos  agudos. 

•  Los  triangulos  rectangulos  son  los  que  tienen  un  angulo  recto. 

•  Los  triangulos  obtusangulos  son  los  que  tienen  un  angulo  obtuso. 

Con  respecto  a  la  medida  de  sus  lados,  los  triangulos  se  clasifican  en  equilateros,  isosceles  y  escalenos. 

•  Los  triangulos  equilateros  son  los  que  tienen  sus  tres  lados  iguales  entre  si. 

•  Los  triangulos  isosceles  son  los  que  tienen  al  menos  dos  lados  iguales  entre  si. 

•  Los  triangulos  escalenos  son  los  que  no  tienen  lados  iguales  entre  si. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
i  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  « 

Actividad  3  *  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3  " 

-  l - 1 

I 

a)  Observa  detenidamente  cada  uno  de  los  siguientes  triangulos  y  asignales  dos  nombres:  uno 
atendiendo  sus  angulos  y  el  otro  atendiendo  sus  lados  (recuerda  que  las  marcas  iguales  indican 
medidas  iguales).  Justifica  tu  respuesta. 

J 


Isosceles     

Obtusangulo     

Completa  el  cuadro  siguiente  escribiendo  «SI»  cuando  los  triangulos  cumplen  simultaneamente 
las  propiedades  indicadas  y  «NO»  en  caso  contrario;  utiliza  las  siguientes  preguntas  para  orientarte 
en  el  llenado  del  cuadro. 


•  ^Los  triangulos  equilateros  pueden  ser  acutangulos?  <Y  rectangulos?  <Y  obtusangulos? 

•  ^Los  triangulos  isosceles  pueden  ser  acutangulos?  <Y  rectangulos?  <Y  obtusangulos? 

•  ^Los  triangulos  escalenos  pueden  ser  acutangulos?  <Y  rectangulos?  ^Y  obtusangulos? 


^ - Angulo  s 

Lados 

Acutangulo 

Rectangulo 

Obtusangulo 

Equilatero 

Isosceles 

Escaleno 

MATE  M  ATI  CAS  III  •  GEOMETRIA  Y  TRIGOIMOMETRIAl  MSM 


Rectas  y  puntos  notables  de  triangulos 


En  la  seccion  1.3,  se  definio  la  bisectriz  de  un  angulo,  y  en  la  1.8  mediatriz  de  un  segmento.  Para  cada 
triangulo,  pueden  trazarse  las  bisectrices  de  cada  uno  de  sus  angulos;  asimismo,  para  cada  segmento  se 
pueden  construir  sus  mediatrices.  Ademas  de  estas  rectas,  en  un  triangulo  se  pueden  trazar  las  denomina- 
das  alturas  y  las  medianas.  En  tus  estudios  de  primaria  y  secundaria,  sabes  de  la  importancia  de  la  altura 
de  un  triangulo  para  calcular  su  area,  pero  ademas,  todos  estos  elementos  de  los  triangulos,  son  de  interes 
por  las  propiedades  que  tienen  sus  puntos  de  interseccion.  En  esta  leccion  estudiaras  estas  cuestiones. 

_ ^ ^  ^  n 

En  la  figura  de  la  derecha,  AE,  BF  y  CD  son  las  bisectrices 

de  ZA,  ZB  y  ZC  respectivamente. 


Propiedad  de  las  bisectrices:  El  punto  donde  concurren  las  bi¬ 
sectrices  de  los  angulos  de  un  triangulo  se  llama  incentro,  y  es  el 
centra  del  circulo  inscrito  en  el  triangulo.  En  la  figura  anterior,  el 
punto  I  es  el  incentro  del  triangulo  ABC.  Cada  punto  de  la  bisectriz 
equidista  de  cada  lado  del  angulo;  esto  es,  IF  =  IE,  IF=  ID,  IE  =  ID. 


En  la  siguiente  figura  a  la  derecha,  il ,  &  y  13,  son  las  media¬ 
trices  de  AB,  BCy  AC  respectivamente. 


Propiedad  de  las  mediatrices:  El  punto  donde  concurren 
las  mediatrices  de  los  lados  de  un  triangulo  se  llama  circun- 
centro,  y  es  el  centra  del  circulo  circunscrito  al  triangulo. 
En  esta  figura,  el  punto  C  es  el  circuncentro  del  triangulo 
ABC. 


A  continuacion,  se  definiran  dos  terminos  mas:  media¬ 
nas  y  alturas  de  un  triangulo. 

Mediana  de  un  triangulo  es  un  segmento  que  conecta 
un  vertice  del  triangulo  con  el  punto  medio  del  lado 
opuesto  de  dicho  vertice. 

En  el  triangulo  de  la  derecha,  AM,  BKy  CL  son  las  me¬ 
dianas  del  A ABC. 

Propiedad  de  las  medianas:  El  punto  donde  concu¬ 
rren  las  medianas  se  denomina  baricentro  o  centroi- 
de.  Este  punto  es  el  centro  de  gravedad  del  triangulo. 


Altura  de  un  triangulo  es  un  segmento  que  va  desde  uno  de  sus  vertices,  perpendicular  a  la  recta 
que  contiene  al  lado  opuesto  a  dicho  vertice. 


Las  siguientes  ilustraciones  muestran  el  significado  natural  de  altura: 

\Altura 


Altura 
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Sin  embargo,  por  definicion  de  altura,  a  cada  vertice  le  corresponde 
una  altura,  tal  y  como  se  observa  en  la  siguiente  figura: 

En  la  figura,  cada  uno  de  los  segmentos  AE,  BF  y  CD,  salen  de  un 
vertice  y  son  perpendiculares  al  lado  opuesto  a  dicho  vertice.  Por 
tanto  los  tres  segmentos  son  alturas. 

Las  alturas  de  un  triangulo  se  intersecan  en  un  punto  O 
llamado  ortocentro. 


C 


Tradicionalmente,  todos  estos  trazos  se  hacian  con  regia  y  compas.  Sin  embargo,  hacerlo  con  tecnologia 
especificamente  con  Geogebra,  representa  una  gran  ventaja.  Para  que  compruebes  esto,  realiza  la  acti- 
vidad  4. 


Actividad  4 


GeoGebra 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  exploracion  con  tecnologia 

•  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  5.6 


i 

i 


i 

1 


a)  Abre  Geogebra.  Esta  aplicacion  permite  trazar  de  manera  rapida  bisectrices,  mediatrices,  me- 
dianas  y  alturas.  Explora  los  iconos  de  Geogebra  y  localiza  los  botones  con  los  que  puedes  hacer 
estos  trazos. 


b)  Construye  varios  triangulos  acutangulos,  rectangulos  y  obtusangulos;  determina  en  cada  uno  de 
ellos  el  punto  de  concurrencia  de  sus  bisectrices  y  de  sus  mediatrices,  y  traza  los  circulos  inscritos 
y  circunscritos  respectivos. 

c)  iQue  puedes  comentar  acerca  de  la  posicion  del  incentro  y  circuncentro  en  triangulos  acutangu¬ 
los,  rectangulos  y  obtusangulos? 

d)  Construye  al  menos  otros  tres  triangulos  y  comprueba  que  el  circuncentro,  el  ortocentro  y  el 
baricentro  estan  alineados  en  una  recta.  Esta  recta  se  llama  recta  de  Euler. 


e)  Construye  un  triangulo  acutangulo,  un  triangulo  obtusangulo  y  uno  rectangulo;  traza  en  cada 
uno  de  ellos  las  cuatro  rectas  notables  y  sus  respectivos  puntos  de  interseccion;  utiliza  esta  in- 
formacion  para  contestar  las  siguientes  cuestiones.  Llena  los  espacios  en  bianco  con  las  palabras 
"siempre",  "algunas  veces"  o  "nunca"  segun  correspondan: 

•  Las  alturas  de  un  triangulo _ se  intersecan  en  el  interior  del  triangulo. 

•  Las  medianas  de  un  triangulo _ se  intersecan  en  el  exterior  del  triangulo. 

•  Las  bisectrices  de  un  triangulo _ se  intersecan  en  el  interior  del  triangulo. 

•  Las  mediatrices  de  los  lados  de  un  triangulo _ se  intersecan  en  el  interior  del  trian¬ 

gulo. 


f)  Comprueba  (midiendo)  que  la  distancia  de  cada  vertice  del  triangulo  al  baricentro,  es  2/3  de  la 
mediana  respectiva. 

g)  Comprueba  (midiendo)  que  el  circuncentro  de  un  triangulo  es  equidistante  de  los  tres  vertices, 
y  que  el  incentro  de  un  triangulo  es  equidistante  de  los  tres  lados. 

h)  Comprueba  (midiendo)  que  la  mediana  de  un  triangulo  rectangulo  trazada  desde  el  angulo  recto 
es  igual  a  dos  veces  la  hipotenusa. 
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EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1,  6.4  y  8. 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

2.  Crea  un  diagrama  de  Venn  para  mostrar  las  relaciones  entre  los  triangulos,  triangulos  isosceles  y 
triangulos  trectangulos. 


3.  Completa  el  siguiente  diagrama  que  nos  muestra  que  un  triangulo  puede  estar  en  mas  de  una  cate- 
goria.  Utiliza  tus  resultados  de  la  actividad  3. 


4. 


El  diagrama  anterior  establece  que  un  triangulo  isosceles  puede  ser  equilatero.  ^Por  que  es  cierto 
esto? 


5.  Un  carpintero,  ha  construido  una  mesa  circular.  Para  colocar  la  base  de  apoyo,  necesita  localizar  el 
centra  de  la  mesa.  ^Como  proceder? 


6.  Completa  cada  oracion  escribiendo  segun  corresponda:  incentro,  circuncentro,  ortocentro,  o  cen- 
troide. 

a)  Es  la  interseccion  de  las  alturas  de  un  triangulo _ 

b)  Es  la  interseccion  de  las  medianas  de  un  triangulo _ 

c)  Es  la  interseccion  de  las  bisectrices  de  un  triangulo _ 

d)  Es  la  interseccion  de  las  mediatrices  de  un  triangulo _ 


7.  Identifica  las  partes  del  A ABC: 

a)  Mediana _ 

b)  Altura _ 

c)  Bisectriz _ 


A 
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2 . 2  Propiedades  de  los  triangulos  (1): 
angulos  interiores 


Angulos  interiores  de  un  triangulo 


Empezaras  esta  seccion  realizando  la  siguiente  actividad: 


Actividad  5 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3  \ 

- 1 


a)  Analiza  la  siguiente  malla  triangular.  Observa  que  esta  formada  por  sistemas  de  paralelas.  En 
esta  malla,  pueden  formarse  muchas  sierras  y  escaleras. 


b)  Guiandote  por  las  sierras  y  escaleras,  colorea  todos  los  angulos  de  modo  que  tengan  el  mismo 
color  aquellos  que  tengan  la  misma  medida  (Es  decir,  debes  buscar  angulos  que  sean  correspon- 
dientes  y  alternos  internos,  o  bien,  opuestos  por  el  vertice). 


En  cualquier  triangulo  de  la  malla,  tus  angulos  coloreados  deben  seguir  un  patron  parecido  al  siguien- 


c)  Observa  el  vertice  superior  del  triangulo.  Puede  verse  que  las  medidas  de  los  tres  angulos  interio¬ 
res  del  triangulo,  coinciden  con  angulos  que  quedan  colocados  en  una  recta.  Es  decir,  forman  un 
angulo  llano. 


1 


La  suma  de  estos  tres  angulos  es  igual  a _ 

d)  Completa  la  siguiente  conjetura: 

La  suma  de  las  medidas  de  los  angulos  interiores  de  un  triangulo  es 
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Ahora,  estudia  la  justification  deductiva  de  esta  conjetura.  Observa,  que  hemos  agregado  una  recta 
auxiliar  (Una  recta  auxiliar,  es  una  recta  que  se  agrega  a  un  diagrama  que  ayuda  en  una  demostracion. 
Estas  rectas  se  muestran  en  lfneas  interrumpidas). 


Teorema.  La  suma  de  las  medidas  de  los  angulos  interio- 
res  de  cualquier  triangulo  es  180° 


Hipotesis:  /a,  Zb  y  Zc,  son  angulos 
interiores  del  A ABC. 

\ _ _ _ J 


B 


La  recta  i  ||  AC,  y  los  angulos  Zl 
y  Z2  son  elementos  auxiliares. 


Razonamiento  en  forma  de  flujo: 


/la,  /lb  y  /lb,  son  angulos  interiores  de  un  triangulo. 


(  Zl  =  Za  ) 


Zl+  Zb  +  Z  2=  180°) 


<^/a+/b  +  /c  =  180°\ 


Demostracion  deparrafo:  Demuestra  que  Za  +  Zb  +  Zc  =  180°. 

La  construccion  de  i  ||  AC,  permite  asegurar  que  Zl+  Zb  +  Z2  =  180°,  pues  forman  un  angulo  llano; 
esta  misma  recta  auxiliar  garantiza  que  Zl  =  /a  y  que  Z2  =  Zc,  por  tratarse  en  ambos  casos,  de  angulos 
alternos  internos  entre  paralelas.  Considerando  estas  afirmaciones  y  la  propiedad  de  sustitucion  de  la 
igualdad,  concluimos  que  /a  +  Zb  +  Zc  =  180°. 

Para  que  consolides  tu  comprension  sobre  este  teorema,  realizala  siguiente  actividad: 


Actividad  6  j 

l 

a)  Usando  la  siguiente  fieura,  demuestra  que 
Zx+Zy  +  Zgz  =  180° 

b)  Si  conoces  la  medida  de  dos  de  los  angulos  de  un  triangulo, 
puedes  hallar  la  medida  del  tercer  angulo.  Explica  por  que 
es  cierto  esto  y  como  se  procederla  para  calcular  el  angulo 
desconocido. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  8.3 


1 


t  II XZ 
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Estudia  el  siguiente  ejemplo: 


Ejemplo 

Encuentra  la  medida  del  angulo  D 


Solution 


Explora.  Se  presenta  una  situation  que  involucra 
angulos  interiores  de  un  triangulo.  Conocemos  dos 
angulos.  Se  nos  pide  AD. 


Planifica.  Si  se  aplica  la  propiedad  de  la  suma  de  los 
angulos  interiores,  se  puede  establecer  una  ecuacion. 
Luego  se  resuelve  la  ecuacion  para  la  medida  del  an¬ 
gulo  desconocido. 


D 


Resuelve,  AA  +  AV  +  AD  =  180°. 


Por  la  propiedad  de  sustitucion:  72°  +  43°  +  AD  =  180° 

Reduction  de  terminos  semejantes:  115°  +  AD  =  180° 

Propiedad  de  sustraccion:  AD  =  180°  - 115°  =  65° 


EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1,  6.4  y  8. 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  lection. 


'40' 
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2  ^  Propiedades  de  los  triangulos  (2): 
Triangulos  isosceles. 


Recuerda  que  un  triangulo  isosceles,  es  un  triangulo 
que  tiene  al  menos  dos  lados  iguales.  El  angulo  que 
esta  entre  los  lados  iguales  se  denomina  angulo  del 
vertice.  El  lado  opuesto  al  angulo  del  vertice  se  llama 
la  base.  Los  dos  angulos  formados  por  la  base  y  uno 
de  los  lados  iguales  se  llaman  angulos  de  la  base. 


Triangulos  isosceles 


Realiza  la  siguiente  actividad  de  exploracion  acerca  de  los  angulos  de  los  triangulos  isosceles: 


Actividad  7 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 


L - 1 

a)  Lee  con  atencion  las  instrucciones  para  construir  un  triangulo  isosceles  (Repite  los  pasos) :  | 

1.  Dibuja  en  un  papel,  un  angulo  agudo  con  vertice  C. 

2.  Marca  longitudes  iguales  sobre  los  lados  del  Z.C.  Si  es  necesario, 
debes  prolongar  estos  lados.  Nombralos  puntos  Ay  B.  Dibuja  AB. 

Entonces,  el  AABC  es  isosceles,  de  base  AB. 
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3.  Dobla  el  papel  por  C  de  tal  manera  que  A  coincida  con  el  punto  B. 
^Que  notas  en  ZA  y  ZB? 

4.  Con  un  transportador  mide  ZA  y  ZB. 

5.  Ah  ora,  dibuja  otros  dos  triangulos  isosceles;  uno  con  un  angulo  del 
vertice  obtuso  y  otro  con  un  angulo  del  vertice  recto.  Compara  los 
angulos  de  la  base  de  cada  triangulo.  ^Sucede  lo  mismo  que  en  el 
caso  del  triangulo  agudo  isosceles? 

b)  Completa  la  siguiente  conjetura  acerca  de  los  triagulos  isosceles: 


Si  un  triangulo  es  isosceles,  entonces  sus  angulos  de  la  base  son 


Esta  conjetura  la  aceptaremos  como  valida,  por  lo  que  estableceremos  la  siguiente  propiedad: 

Propiedad  del  triangulo  isosceles.  Si  dos  lados  de  un  triangulo  son  iguales,  entonces  los 
angulos  opuestos  a  esos  lados  son  iguales. 

El  inverso  de  esta  propiedad  tambien  es  valido. 

Inverso  de  la  propiedad  del  triangulo  isosceles.  Si  un  triangulo  tiene  dos  angulos  igua¬ 
les,  entonces  los  lados  opuestos  a  esos  angulos,  son  iguales. 


|  •  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
i  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  i 

Actividad  8  ]  •  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3  | 

-  L - ,| 

I 

a)  Contesta  correctamente:  Los  triangulos  equilateros  tambien  son  isosceles,  porque  al  me-  \ 
nos  dos  de  sus  lados  son  iguales.  ^Como  crees  que  se  aplica  la  propiedad  de  los  triangulos 
isosceles  a  los  triangulos  equilateros?  iQue  se  puede  decir  acerca  de  los  angulos  de  un  trian¬ 
gulo  equilatero? 


Tu  respuesta  debe  establecer  que  los  tres  angulos  de  un  triangulo  equilatero  son  iguales.  Utiliza  la 
siguiente  figura  para  encontrar  el  valor  de  cada  angulo  de  un  triangulo  equilatero. 


Zx 


I  I  resultado  obtenido  en  esta  actividad,  nos  permite  establecer  la  siguiente  propiedad. 
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Propiedad  del  triangulo  equilatero.  Cada  angulo  de  un  triangulo  equilatero  mide  60°. 


Ejemplo  1. 

Apartir  de  la  figura,  calcula  las  medidas  de  los  angulos: 
AA,  AD  y  la  longitud  de  EC. 


Solution 


Explora.  Se  presenta  una  situation  que  involucra  angulos  interiores  de  dos  triangulos,  uno 
de  ellos  isosceles. 


Planifica  y  resuelve.  Si  se  aplica  la  propiedad  de  la  suma  de  los  angulos  interiores  en  el 
AABC,  se  puede  establecer  la  ecuacion:  AA  +  AB  +  42°  =  180°. 


Ademas,  en  esta  ecuacion  debemos  considerar  que  AA  =  AB. 
Entonces: 

AA  +  AB  +  42°  =  180° 

2ZA  +  42°  =  180°. 


Aplicando  la  propiedad  de  sustraccion  y  de  la  division: 


A  A  = 


=  69° 


Si  se  aplica  la  propiedad  de  la  suma  de  los  angulos  interiores  en  el  A CDE,  puede  establecer 
la  ecuacion: 

AECD  +  AD  +  96°  =  180° 


Pero,  AACB  y  AECD  son  opuestos  por  el  vertice,  entonces  son  iguales. 

Por  tanto  AECD  =  42°.  Entonces,  segun  la  propiedad  de  sustitucion  tenemos: 

42°  +  AD  +  96°  =  180° 


Resolviendo  obtenemos:  AD  =  42°. 

Como  AECD  =  AD,  A  CDE  es  isosceles  segun  el  inverso  de  la  propiedad  del  triangulo  isos¬ 
celes.  Entonces  los  lados  opuestos  a  estos  angulos  son  congruentes,  asi  que  EC  =  ED  =  3cm. 


Ejemplo  2. 

Obten  en  cada  inciso  los  angulos  que  se  indican. 

a)  El  angulo  interior  a.  b)  El  angulo  exterior  b. 


c)  Los  angulo  a  y  b. 


38' 


b  /  c 


b 
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Solution 


Explora.  En  el  inciso  a),  se  presenta  una  situation  que  involucra  a  un  angulo  interior  de  un 
triangulo,  en  el  b)  se  pide  un  angulo  exterior  y  en  el  c)  se  buscan  dos  angulos  de  la  base  de 
un  triangulo  isosceles,  los  cuales  son  iguales. 


a)  a  +  38°  +  86°  =  180° 
a  +  124°=  180° 
a  =  180°  -  124° 
a=  56° 


b)  c  +  82°  +  36°  =  180°  c)  Puesto  que  a  +  b  +  78°  =  180° 
c  =  180°  -  82°  -  36°  y  a  =  b,  podemos  escribir, 
c  =  180°  -  118° 

c  =  62°  b  +  b  +  78°  =  180° 

b  +  78°  =  180° 

b  +  c  =  180°  2b  =  180°  -  78° 

b  +  62°  =  180°  2b  =  102° 

b  =  180°  -  62°  b  =  102°/2 

b  =  118°  b  =  51° 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1,  6.4  y  8. 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 


2.3  EJERCICIOS 


2.  ZT  = 


3.  ZG  = 


4.  Zx  = 


A 


B 


5.  En  la  figura  de  la  derecha,  AB  es  paralelo  a  DC. 

a)  Nombra  el  angulo  o  los  angulos  congruentes  con  ZA. 

b)  Nombra  el  segmento  o  los  segmentos  congruentes  con  BC. 


6.  En  la  figura: 

a)  Nombra  el  angulo  o  los  angulos  congruentes  con  ZDAB. 

b)  Nombra  el  angulo  o  los  angulos  congruentes  con  ZADB. 

B 
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7.  Demuestra  que  el  APQR  es  isosceles.  8.  En  la  figura,  calcula  el  valor  de  x  y  el  de  y: 

Q. 


2  4  Propiedades  de  los  triangulos  (3): 

Tercer  angulo,  angulos  exterior  y  desigualdad  triangular. 


Realiza  la  siguiente  actividad  que  te  permitira  explorar  una  propiedad  importante  de  los  angulos  de  los 
triangulos. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
!  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  i 

Actividad  9  •  Competencia  oatributo  a  evaluar:  8.3 


Tu  conjetura  debe  ser  parecida  a  lo  indicado  en  el  siguiente  teorema: 

Teorema:  Si  dos  angulos  de  un  triangulo  son  iguales  a  dos  angulos  de  otro  triangulo, 
entonces  el  tercer  angulo  de  uno  de  los  triangulos  es  igual  al  tercer  angulo  del  otro. 


Hipotesis:  ZA  —  ZD  y  \ 
ZB  -  ZE 


Tesis:  ZC=  ZF 
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Razonamiento  en  forma  de  flujo: 


Demostracion  de  parrafo:  Demuestra  que  ZC  =  ZF. 

Aplicando  la  propiedad  de  los  angulos  interiores  de  un  triangulo,  se  cumple  que,  ZA  +  ZB  +  ZC 
=  180°  y  que  ZD  +  ZF  +  ZF=  180°.  La  propiedad  transitiva  de  la  igualdad  nos  permite  asegurar  que 
ZA  +  ZB  +  ZC  =  ZD  +  ZF  +  ZF,  sustituyendo  en  esta  igualdad  ZA  =  ZB  dados  como  hipotesis,  ob- 
tenemos,  ZD  +  ZF  +  ZC  =  ZD  +  ZF  +  ZF.  Finalmente,  aplicando  la  propiedad  de  sustraccion  de  la 
igualdad  obtenemos  ZC  =  ZF. 

Ahora  exploraras  otra  propiedad  de  los  triangulos. 


Actividad  10 


a)  Lee  con  atencion: 

Recuerda  que  para  construir  un  angulo  exterior, 
se  prolonga  un  lado  mas  alia  del  vertice.  Cada  an¬ 
gulo  exterior  de  un  triangulo,  tiene  un  angulo  in¬ 
terior  adyacente  y  un  par  de  angulos  interiores  no 
adyacente. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

^  „ - 1 


Recordemos  la  malla  triangular  de  la  actividad  5  de  la  leccion  2.2.  Los  angulos  coloreados  tambien 
siguen  el  siguiente  patron: 


Tomando  en  cuentalas  marcas  sobre  los  angulos, 
observa  que  : 

Za  =Z1  +Z2 

Z3  es  adyacente  a  Za 

Zl  y  Z2  son  no  adyacentes  a  Za 


b)  Establece  una  conj  etura  acerca  del  angulo  exterior 
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Tu  conjetura  debe  ser  pareciada  a  lo  indicado  por  el  siguiente  teorema: 


Teorema:  La  medida  de  un  angulo  exterior  de  un  triangulo  es  igual  a  la  suma  de  las 
medidas  de  los  angulos  interiores  no  adyacentes. 


Hipotesis:  Za  es  un  angulo 
exterior  de  un  triangulo. 


Tesis:  Za  =  Zl  +  Z2 


Razonamiento  en  forma  de  flujo: 


Actividad  11 


(  Z1  +  Z2  +  Z3  =  180°] 


r  zi+z2 


(  Za  +  Z3=180°  ) 


+  Z6  =  za  + 


za  =  zi  +  Z2 


J 


Escribe  una  demostracion  de  parrafo  de  este  teorema. 


Realiza  la  siguiente  actividad  para  que  descubras  otra  propiedad  de  los  triangulos  relacionada  con  sus 
lados: 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
i  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  i 

!  •  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

Actividad  12  "  . 

A  - B  ! 

I 

Considera  el  primer  conjunto  de  segmentos.  Trata  de  construir  C  A 

un  triangulo  ABC.  p  r> 


Procedimiento: 

a)  Primero  copia  AB 

b)  Para  construir  los  otros  dos  lados  del  triangulo,  tiende 
un  arco  de  longitud  CA,  centrado  en  el  punto  A,  y  un 
arco  de  longitud  CB  centrado  en  el  punto  B. 


A  - B 

A - ) - ( - B 

c  c 


Para  que  los  segmentos  formen  un  triangulo,  el  punto  C  tendria  que  estar  en  ambos  arcos.  Sin  em¬ 
bargo,  los  dos  arcos  no  se  intersecan,  asi  que  es  imposible  construir  un  triangulo  con  las  longitudes 
de  lados  AB,  CA,  y  CB. 


Ahora  intenta  usar  el  segundo  conjunto  de  segmentos 
para  construir  un  triangulo  GNH.  ^Puedes  hacerlo? 
^Por  que  si  o  por  que  no? 


G  — 

N 

N  _ 


Aceptaremos  la  siguiente  propiedad: 

Propiedad  de  la  desigualdad  del  triangulo.  La  suma  de  las  longitudes  de  dos  lados 
cualesquiera  de  un  triangulo  es  mayor  que  la  longitud  del  tercer  lado. 
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Estudia  el  siguiente  ejemplo  y  completa: 

Ejemplo 

Los  siguientes  conjuntos  de  numeros,  representan  las  medidas  de  segmentos.  Verifica  la  desigualdad 
triangular  para  cada  caso. 

a)  18,45,21  b)  18,45,52  c)  18,21,52. 


Solution 

Prueba  de  la  desigualdad 

Bosquejo 

< Triangulo ? 

a)  Es  <18 +  45  >21?  Si 

Es  <18  +  21  >45?  No 

Es  <45  +  21  >  18? 

45 

No 

b)  Es  <18 +  45  >52?  Si 

Es  <18 +  52  >45? 

Es  <45  +  52  >  18? 

52 

SI 

c)  Es  <18  +  21  >52? 

Es  <18  +  52  >21? 

Es  <21  +  52  >  18? 

'21 _ X 

52 

EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1,  6.4  y  8. 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos 
y  propiedades  de  esta  lection. 


2.  Presenta  un  argumento  de  por  que  Zoc  =  Zp. 


3.  En  las  siguientes  figuras  calcula  el  valor  de  x. 
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En  los  ejercicios  6  -  9,  determina  si  es  posible  dibujar  un  triangulo  con  lados  de  medida  dadas.  Si  es  po¬ 
sible,  escribe  si.  Si  no  es  posible,  escribe  no  y  da  un  argumento  de  por  que  no  es  posible. 


6.  16  cm,  30  cm,  45  cm  7.  9  km,  17  km,  28  km 

8.  32  m,  60  m,  87  m  9.  13.4  cm,  17.7  cm,  31.1  cm. 


En  los  ejercicios  10  y  11,  usa  un  compas  y  una  regia  para  construir  un  triangulo  con  los  lados  dados.  Si 
no  es  posble,  explica  por  que  no. 

10.  A _ B  11.  P _ CL 

B _ C  Q _ R 

A _ C  P _ R 


2 . 5  Triangulos  congruentes:  definicion 

Para  explorar  otro  concepto  importante,  realiza  la  siguiente  actividad: 

•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
•  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

Actividad  13 

a)  Lee  con  atencion: 

En  la  malla  triangular  adjunta  exis- 
ten  muchos  triangulos,  pero,  ^cuantos 
triangulos  «diferentes»  hay?  ^Hay 
triangulos  con  angulos  y  lados  «dife- 
rentes»?  Analiza  los  cuatro  triangulos 
remarcados.  En  uno  de  ellos  supone- 
mos  conocidos  los  angulos  a,  b  y  c,  y  los  lados  con  marcas.  A  partir  de  estos  datos  y  aplicando  lo  que 
sabes  de  sierras  y  escaleras,  determina  los  angulos  y  los  lados  de  los  otros  dos  triangulos  remarcados. 

b)  Completa:  Todos  los  triangulos  de  la  malla  tienen  sus  angulos  respec- 

tivos _ y  sus  lados _ .  Es  decir,  la  malla 

puede  formarse  con  traslaciones  y  rotaciones  de  un  solo  triangulo.  O 
con  traslaciones  de  los  dos  triangulos  de  la  derecha: 

Se  dice  que  estos  triangulos  son  congruentes  o  iguales. 

c)  Trata  de  completar  la  definicion  de  triangulos  congruentes. 

Dos  triangulos  son  congruentes  si _ 


d)  Ahora,  lee  atentamente  la  definicion  de  triangulos  congruentes: 

Dos  triangulos  son  congruentes  o  iguales  si  y  solamente  si,  tienen  exactamente  el  mismo  tamano 
y  la  misma  forma.  Si  dos  triangulos  son  congruentes,  entonces  los  angulos  y  lados  correspon- 
dientes  son  congruentes  o  iguales. 
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Simbolicamente: 

Si  A ABC  =  AEFG  entonces, 

ZA  =  ZE,  ZB  =  ZF,  ZC=  ZGj 
AB  =  EF,  BC=  FGyCA=GE 

La  expresion  AABC  =  AEFG  se  lee  como 
"triangulo  ABC  es  congruente  con  triangulo  EFG" 

El  "si  y  solamente  si"  de  la  definicion  significa  que  el  inverso  de  ella  tambien 
es  valida.  Es  decir, 

Si  ZA  =  ZF,  ZB  =  ZF,  ZC=  ZG,AB  =  FF,  BC  =  FGyCA  =  GF, 
entonces  A ABC  =  AEFG 

Si  mediante  traslaciones  y  rotaciones,  uno  de  los  triangulos  se  superpone  enci- 
ma  del  otro,  todos  los  puntos  de  uno  coincidiran  con  los  puntos  respectivos  del 
otro.  Esto  significa  que,  Partes  Correspondientes  de  Triangulos  Congruentes 
son  Congruentes  o  coinciden  (  PCTCC  ). 


F 


Lee  con  atencion:  Si  el  A ABC  es  congruente  con  el  AEFG  (A ABC  =  AEFG  )  los  vertices  de  los  dos 
triangulos  se  corresponden  en  el  mismo  orden  en  que  las  letras  nombran  los  triangulos,  a  saber: 

A<r->E  (que  se  lee  "A  corresponde  a  E"),  B<r^F y  C^G 

Esta  correspondence  de  vertices  puede  emplearse  para  nombrar  los  lados  y  angulos  correspondien¬ 
tes  de  los  dos  triangulos. 

ZA  =  ZE,  ZB  =  ZF ,  ZC  =  ZG, 

AB  =  EF,  BC  =  FGyAC  =  EG 


Ejemplo 

Encuentra  los  valores  de  x  y  de  y  de  tal  manera  que  A MNO  sea  congruente  a  ARST. 


Solucion 


Puesto  que  A MNO  =  ARST  entonces  es  valida  la  siguiente  correspondencia: 


r^= 

A MNO 

1 


3 


ST 

If 


Esto  se  traduce  en:  ZM  =  ZR,  ZN  =  ZS ,  ZO  =ZT,  MN  =  RS ,  MO  =  RTy  NO  =  ST. 
Atendiendo  los  datos,  elegimos: 


mZN  =  mZS 
58°  =  3y  -  20° 
78°  =  3y 
26°  =y 


MO  =  RT 
47  -  8x  =  15 
-  8x  =  -32 
x  =  4 
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Aspecto  a  evaluar:  Actn'vidad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 
Competencies  o  atributo  a  evaluar:  4.1,  6.4  y  8. 


2.5  EJERCICIOS 

1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

2.  Dado  ACAT  =  A DOG)CA=  14,  AT  =  18,  TC  =  21,  y  DG  =  2x  +  7. 

a.  Dibuja  y  nombra  una  figura  que  muestre  los  triangulos  congruentes. 

b.  Encuentra  el  valor  de  x. 

3.  Dibuja  dos  triangulos  que  posean  las  siguientes  propiedades: 

a.  Areas  iguales  y  son  congruentes. 

b.  Perimetros  iguales  y  son  congruentes.  j> 

c.  Areas  iguales  pero  no  son  congruentes. 

d.  No  son  congruentes  pero  tienen  el  mismo  perimetro. 

4.  En  la  siguiente  figura  encuentra  el  valor  de  x  de  tal  manera  que  los  triangulos  sean  congruentes^ 

ZA 

5.  Completa  cada  proposicion  de  congruencia: 

a.  A  CDB  = _ 

b.  A PTL  = _ 


2.6  Criterios  de  congruencia 

Lee  con  atencion:  En  cierto  sentido,  la  congruencia  se  trata  de  determinacion.  Conocer  los  tres  lados  y 
los  tres  angulos  ciertamente  determina  un  triangulo.  En  otras  palabras,  si  dibujas  un  segundo  triangulo 
con  todos  los  lados  y  angulos  congruentes  con  aquellos  en  el  primer  triangulo,  el  segundo  triangulo 
sera  congruente  con  el  primero.  Esencialmente  sera  el  mismo  triangulo.  Entonces,  conocer  tres  angulos 
y  tres  lados  garantiza  el  tamano  y  la  forma  del  triangulo,  y  todos  los  triangulos  que  comparten  ese  con- 
junto  de  medidas  tienen  garantizada  la  congruencia  entre  si.  Pero,  ^se  requieren  estos  seis  elementos 
para  garantizar  la  congruencia?  Por  ejemplo,  ^es  suficiente  conocer  tres  angulos  para  determinar  un 
triangulo?  ^Es  suficiente  conocer  dos  lados  y  un  angulo?  De  la  misma  manera,  ;como  se  puede  decir  si 
dos  triangulos  son  congruentes?  ^Son  congruentes  si  sus  tres  angulos  tienen  la  misma  medida?  o,  ^si  dos 
lados  y  un  angulo  son  iguales?  En  esta  leccion  encontraras  las  respuestas  a  estas  preguntas. 


Empezaremos  estudiando  los  siguientes  conceptos  previos: 


a)  Antecedentes  para  comprender  la 
terminologia  implicada  en  los  criterios 
de  congruencia: 

Dos  lados  compretideti  un  angulo  si  el  verti- 
ce  de  este  es  un  extremo  de  ambos  lados. 


Los  lados  bye  com-  Los  lados  a  y  c  no  com- 
prenden  al  angulo  A.  prenden  al  angulo  A. 
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Dos  angulos  comprendeti  un  lado  si  los 
extremos  del  lado  son  vertices  de  los 
dos  angulos. 


b)  Antecedentes  para  comprender  la  existencia  de  elementos  minimos  que  determinan  un  triangulo: 


•  Un  segmento  queda  determinado  por  dos  puntos:  a 


B 


Significa  que  si  tenemos  dos  puntos,  solo  es  posible  dibujar  un  segmento,  en  el  sentido  de  que  si  mas  de 
un  segmento  pasa  por  esos  puntos,  todos  coincidiran,  o  si  dibujamos  en  otro  lado  esos  dos  puntos,  en 
posiciones  identicas,  los  segmentos  que  tracemos  sobre  ellos  seran  congruentes  todos  entre  si  y  con  el 
original. 


En  contraparte,  un  punto  no  determina  un  segmento;  es  decir,  dado  un 
punto  (por  ejemplo  el  punto  A),  por  el  pasan  infinidad  de  segmentos. 


•  Un  triangulo  queda  determinado  por  tres  puntos  no  colineales: 

Significa  que  si  tenemos  tres  puntos  ( A ,  B  y  C),  solo  es  posible 
dibujar  un  triangulo,  en  el  sentido  de  que  si  trazamos  mas  de  un 
triangulo  por  esos  puntos,  todos  coincidiran,  o  si  dibujamos  en 
otro  lugar  esos  tres  puntos,  en  posiciones  identicas,  los  triangulos 
que  tracemos  sobre  ellos  seran  congruentes  todos  entre  si  y  con 
el  original. 

En  contraparte,  dos  puntos  no  determinan  un  triangulo;  es  decir, 
dados  dos  puntos  (por  ejemplo  A  y  B),  por  ellos  pasan  infinidad 
de  triangulos. 

•  Una  circunferencia  queda  determinada  por  tres  puntos,  no  coli¬ 
neales: 

Significa  que  si  tenemos  tres  puntos  ( A ,  B  y  C),  solo  es  posible  di¬ 
bujar  una  circunferencia  sobre  la  dibujada,  o  si  dibujamos  en  otro 
lugar  esos  tres  puntos,  en  posiciones  identicas,  las  circunferencias 
que  tracemos  sobre  ellos  seran  congruentes  todas  entre  si  y  con  la 
original. 


En  contraparte,  dos  puntos  no  determinan  una  circunferencia;  es 
decir,  dados  dos  puntos  (por  ejemplo  A  y  B),  por  ellos  pasan  in¬ 
finidad  de  circunferencias. 

Intenta  dibujar  dos  circunferencias  diferentes  a  la  mostrada  y  que 
pasenpor  AyB. 
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Ah  ora,  utilizaremos  las  ideas  anteriores  para  estudiar  los  criterios  de  congruencia  de  triangulos.  Estos 
criterios  de  congruencia,  son  las  condiciones  que  determinan  el  trazado  de  triangulos.  ^Cual  es  la  im- 
portancia  de  estos  criterios?  La  importancia  estriba  en  que,  conocidos  ciertos  elementos  de  los  triangu¬ 
los,  automaticamente  los  restantes  son  iguales. 


Esto  fue  aplicado  por  Tales  de  Mileto 
(600  a.C.)  para  resolver  el  siguiente 
problema: 

±A  que  distancia  del  puerto  se  encuen- 
tra  un  barco  ? 

Para  resolver  este  problema,  tales  utilizo  el  siguiente  postulado:  «dos  triangulos  son  iguales  si  tienen  dos 
angulos  y  un  lado  respectivamente  iguales»,  y  la  figura  mostrada. 


^Que  angulos  del  A BOE  son  iguales  a  los  del  A DPE1 
_ ^Por  que? _ 

Se  trata  de  calcular  la  distancia  OB.  Tales  planted  el  si¬ 
guiente  procedimiento:  Una  persona  observa  el  punto  B 
y  camina  perpendicularmente  a  OB,  hasta  el  punto  E,  que 
marca  con  una  estaca,  y  sigue  caminado  una  distancia  EP 
igual  OE.  Finalmente  camina,  perpendicularmente  a  OP, 
hasta  D,  punto  desde  el  que  se  ven  en  linea  recta  los  pun- 
tos  B,  E  y  D.  Puesto  que:  AO  =  AP,  OE  =  EP  y  AOEB= 
APED,  los  triangulos  son  iguales.  Por  tanto,  la  distancia 
buscada  OB,  es  igual  a  PD  que  se  puede  medir. 


La  siguiente  actividad  (realizada  con  ayuda  de  tecnologia),  tiene  por  objetivo  el  que  explores  las  con¬ 
diciones  que  determinan  a  un  triangulo.  En  otras  palabras,  vas  a  descubrir  cuales  son  los  criterios  de 
congruencia  en  triangulos. 


Actividad  14 

jlndagando  con  ayuda  de  la  tecnologia! 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  exploracion  con  tecnologia 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.6 


Para  explorar  los  denominados  criterios  de  congruencia  en  triangulos, 
utilizaras  una  aplicacion  que  aparece  en  la  siguiente  direccion: 

http://illuminations.nctm.org/ ActivityDetail.aspx?ID=4. 


I 

I 


I 

1 


1.  Ingresa  a  esta  direccion,  revisa  cada  una  de  las  partes  que  aparecen,  construye  varios  triangu¬ 
los  eligiendo  tres  de  sus  elementos. 

2  Elige  un  lado,  un  angulo  y  un  lado  ( LAE )  en  ese  orden,  y  forma  un  triangulo.  Sin  cambiar 
medidas  forma  varios  triangulos  y  contesta  la  siguiente  pregunta: 

Pregunta  1.  Si  para  construir  triangulos  usas  un  lado,  un  angulo  y  un  lado  ( LAE )  varias  veces 
sin  cambiar  medidas,  ^puedes  encontrar  algun  triangulo  que  no  sea  igual  a  los  demas? 
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3.  Ahora  elige  un  angulo,  un  lado  y  un  angulo  (ALA)  en  ese  orden  y  forma  un  triangulo.  Sin  cambiar 
medidas  forma  varios  triangulos  y  contesta  la  pregunta  dos. 

Pregunta  2.  Si  para  construir  triangulos  usas  un  angulo,  un  lado  y  un  lado  (ALA)  varias  veces  sin 
cambiar  medidas,  ^puedes  encontrar  algun  triangulo  que  no  sea  igual  a  los  demas? 

4.  Elige  tres  lados  (LLL)  y  forma  un  triangulo.  Sin  cambiar  medidas  forma  varios  triangulos  y  con- 
testa  la  pregunta  tres.. 

Pregunta  3.  Si  usas  tres  lados  (LLL)  varias  veces  sin  cambiar  medidas,  ^puedes  encontrar  algun 
triangulo  que  no  sea  igual  a  los  demas? 

5.  Elige  un  lado,  otro  lado  y  un  angulo  (LLA)  y  forma  un  triangulo.  Sin  cambiar  medidas  forma 
varios  triangulos  y  contesta  la  pregunta  4. 

Pregunta  4.  Si  usas  dos  lados  y  un  angulo  (LLA)  varias  veces  sin  cambiar  medidas,  ^puedes  en¬ 
contrar  algun  triangulo  que  no  sea  igual  a  los  demas? 

6.  Finalmente  elige  tres  angulos  (AAA)  y  forma  un  triangulo.  Sin  cambiar  medidas  forma  varios 
triangulos  y  contesta  la  pregunta  5. 

Pregunta  5.  Si  usas  tres  angulos  (AAA)  varias  veces  sin  cambiar  medidas,  ^puedes  encontrar  al¬ 
gun  triangulo  que  no  sea  igual  a  los  demas? 

7.  Haz  un  resumen  de  tus  hallazgos. 


Ahora,  ya  podemos  establecer  los  denominados  criterios  de  congruencia.  Estos  criterios,  que  son  me- 
dios  rapidos  para  garantizar  la  congruencia  de  dos  triangulos,  estan  listados  a  continuacion: 


Criterio  de  congruencia  Lado-Angulo-Lado  (LAL).  Si  dos  lados  y  el  angulo  comprendido  de 
un  triangulo  son  congruentes  a  dos  lados  y  al  angulo  comprendido  de  otro  triangulo,  entonces  los 
triangulos  son  congruentes. 


Interpretacion:  Si  AB  =  DE,  ZA  =  ZD  y  AC  =  DE,  automaticamente  se  cumple  que: 
BC  =  FEj  ZB  =  ZFyZC^ZE. 


Criterio  de  congruencia  Angulo-Lado-Angulo  (ALA  ).  Si  dos  angulos  y  el  lado  comprendido  de 
un  triangulo  son  congruentes  con  dos  angulos  y  el  lado  comprendido  de  otro  triangulo,  entonces 
los  triangulos  son  congruentes. 
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Interpretacion:  Si  ZA  =  ZD  ,  AC  =  DE  y  ZC  =  ZE,  automaticamente  se  cumple  que:  AB  =  DF 
ZB  =  ZFyBC  =  FE. 

Aplicando  la  propiedad  del  tercer  angulo,  y  el  criterio  ALA,  se  puede  establecer  que  AAL  es  criterio  de 
congruencia.  Medita  esta  cuestion.  A  continuacion  establecemos  el  criterio  de  congruencia  AAL  (o 
LAA ). 


Criterio  de  congruencia  Angulo -Angulo  -Lado  (AAL  o  LAA).  Si  dos  angulos  y  un  lado  no  com- 
prendido  de  un  triangulo  son  congruentes  con  los  angulos  correspondientes  y  el  lado  de  otro  trian¬ 
gulo,  entonces  los  triangulos  son  congruentes. 


Criterio  de  congruencia Lado-Lado-Lado  (LLL).  Silos  tres  lados  de  un  triangulo  son  congruen¬ 
tes  con  los  tres  lados  de  otro  triangulo,  entonces  los  triangulos  son  congruentes. 


ABAC  =  AFD£,por  LLL 


Interpretacion:  Si  AC  =  DE,  AB  =  DF  y  BC  =  FE,  automaticamente  se  cumple  que:  ZA  =  ZD,  ZB  = 
ZFy  ZC  =  ZE. 


Ejemplo 

Usando  solamente  la  informacion  dada,  determina  cuales  de  los  siguientes  triangulos  son  congruentes. 


Solucion 


Comparando  1  y2:  Como  AB  =  WQ,  ZB  =  ZQy  BC  =  QS,  AABC  =  AWQS  Segun  LAL: 


Comparando  1  y  3:  Se  afirma  que  PT  =  CB,  PY=AC y  ZB  =  ZT.  Es  decir  aparece  LLA, 
pero  esto  no  es  un  criterio  de  congruencia. 

Comparando  2  y  3:  Solo  se  sabe  que  ZQ_=  ZT y  QS  =  PT.  Esto  no  es  suficiente  infor¬ 
macion  para  concluir  que  los  triangulos  son  congruentes. 
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Ejemplo 

Completa  cada  proposicion  y  especifica  que  criterio  se  usa  para  determinar  que  los  triangulos  son  con- 


Solucion 


a)  Como  AA  =  AC,  AADB  =  ACDB,  y  BD  =  BD,  A ADB  =  ACDB,  segun  LAA. 


b)  Hay  dos  formas  en  las  que  podriamos  razonar  este  problema. 

•  Como  ST y  WV son  paralelos,  AS  =  AV y  AT  =  AW.  Se  afirma  que  TU  =  WU.  Por  lo 
tanto  A STU  =  A VWU,  segun  LAA. 

•  ASUT  =  AVUW porque  son  angulos  opuestos  por  el  vertice.  AT  =  AW porque  ST  y 

WV  son  paralelas.  Se  afirma  que  TU  =  WU.  Por  lo  tanto  A  STU  =  AVWU,  segun  ALA. 


Observacion:  Para  simplificar  la  notacion,  la  congruencia  de  segmentos,  angulos  y  triangulos,  la 
manejaremos  de  manera  indistinta  como  igualdad  de  segmentos,  angulos  y  triangulos,  respectivamente. 


Ejemplo 

Escribe  una  demostracion  de  parrafo  para  lo  siguiente: 

Hipotesis:  X  es  punto  medio  de  BD 

X  es  punto  medio  de  AC. 
Demuestra:  ADXC  =  ABXA 


Razonamiento  en  forma  de  flu  jo 

d)  _A  (x  es  punto  medio  de  BD  DX  =  BX 


(X  es  punto  medio  de  AC  j — XC  =  XA 


fXDXC  y  XAXB  son  opuestos  por  el  verticel — ^(^XDXC^AAXB 


(aDXC  =  ABXA 


Demostracion  de  parrafo:  Demuestra  que  ADXC  =  ABXA. 


Puesto  que  X  es  punto  medio  de  BD,  DX  =  BX;  por  la  misma  razon  XC  =  XA.  Ademas,  ADXC  =  AAXB 
por  ser  opuestos  por  el  vertice.  Por  lo  tanto,  ADXC  =  ABXA,  por  el  criterio  Lado-Angulo-Lado. 


Ejemplo 

Escribe  una  demostracion  de  parrafo  para  lo  siguiente: 

Hipotesis:  A MXR  es  un  triangulo  isosceles  con  X  X 

como  angulo  del  vertice,  XY  _L  MR 
Demuestra:  AMXY  =  A  RXY 


X 
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Razonamiento  en  forma  de  flu  jo 


Demostracion  de  parrafo:  Demuestra  que  A MXY  =  A RXY. 

Por  hipotesis,  el  A MXR  es  isosceles  con  ZX  como  angulo  del  vertice;  por  lo  tanto,  se  cumple  que: 

MX  =  RX  y  ZXMY  =ZXRY.  Ademas,  se  nos  asegura  que  XY  _L  MR,  asi  que  ZXYM  =  ZXYR  por  ser 
ambos  angulos  rectos.  Por  lo  tanto,  Por  lo  tanto,  A  MXY  =  A  RXY  por  el  criterio  Lado-Angulo-Angulo. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1,  6.4  y  8. 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 


2.6  EJERCICIOS 


2.  ^Por  cual  de  los  tres  postulados  de  congruencia  ( LAL ,  ALA,  LLL  y  LAA )  son  congruentes  los  si- 


En  cada  uno  de  los  ejercicios  3-9,  utiliza  la  informacion  proporcionada,  para  escribir  una  demostracion 
de  parrafo,  que  pruebe  que  los  triangulos  indicados  son  congruentes.  Antes  de  plantear  tu  demostra¬ 
cion,  debes  escribir  en  forma  de  flujo,  el  razonamiento  que  seguiste. 


3.  Hipotesis:  M  es  punto  medio  de  AB  y  de  PQ. 
Demostrar:  A ARM  —  A BQM. 


4.  Hipotesis:  KI  =  Tly  TE  =  KE 
Demostrar:  AKIE  =  ATIE. 

T 


I 


5.  Hipotesis:  PO  ||  IT,  Zil  =  ZLO 
Demostrar:  APIT  =  ATOP 

P  0 


6.  Hipotesis:  NO  ||  MP,  NO  =  MP 
Demostrar:  A MNP  =  A OPN. 

N  0 
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7.  Hipotesis:  QS_L  ST,  TUI.  TS,R 
es  punto  medio  de  ST 
Demostrar:  A QSR  =  A  UTR 


8.  Hipotesis:  PS  _L  QR,  PS 
es  biscectriz  de  AQPR 
Demostrar:  A PQS  =  APRS 


9.  Hipotesis:  AB  ||  VU,AC  ||  ZU,BZ=  CV 
Demostrar:  A ABC  =A UVZ 


10.  Hipotesis:  AA  =  AD,  AEBC  =  AECB, 
AE  =  DE 

Demostrar:  A ABE  =  A DCE 


2 . 7  Aplicaciones  de  los  criterios  de  congruencia:  partes 
correspondientes  de  triangulos  congruentes 

Lee  con  atencion:  Una  vez  que  hayas  establecido  que  dos  triangulos  son  congruentes,  sabes  que  sus 
partes  correspondientes  son  congruentes.  La  proposicion partes  correspondientes  de  triangulos  congruen¬ 
tes  son  congruentes  se  abrevia  PCTCC. 

Estudia  con  atencion  el  siguiente  ejemplo.  Observa  que  el  argumento  explica  primero  por  que  los  trian¬ 
gulos  involucrados  son  congruentes. 

Ejemplo  1 

En  la  siguiente  figura,  se  sabe  que  O  es  punto  medio 
de  AB  y  de  CD.  Da  un  argumento  logico  para  explicar 
por  que  AC  =  BD. 

Primero  identifica  la  hipotesis  y  la  tesis,  despues  escri-  A 

be  el  razonamiento  seguido  en  un  esquema  de  flujo. 
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Solucion 


Hipotesis:  0  es  punto  medio  de  AB  y  de  CD. 
Explicarque:  AC  =  BD. 


f  O  es  punto  medio  de  AB  j — AO  =  OB 


f  O  es  punto  medio  de  CD  J — ►T  CO=OD  fAACO  =  AEDOj 


f  ZAOC  y  ZBOD  son  opuestos  por  el  vertice  J — >^ZAOC  =  ZBOD 


(ac  =  bd) 


Razonamiento:  Puesto  que  AC  yBD  son  parte  de  los  AA  CO  y  ABDO,  primero  debemos 
justificar  que  AACO  =  ABDO  y  despues  usaremos  PCTC  para  concluir  que  AC  =  BD.  De 
los  datos  tenemos  que  AO  =  OB  porque  O  es  punto  medio  de  AB.  Tambien,  CO  =  OD  por 
la  misma  misma  propiedad  aplicada  a  CD.  Ademas,  de  la  figura  AAOC  =  ZBOD  por  ser 
opuestos  por  el  vertice.  Por  lo  tanto  se  cumple  el  criterio  LAL;  de  aqui  concluimos  que 
A 4 CO  =  ABDO  y  entonces  AC  =  BD. 


Ejemplo  2 

Da  un  argumento  logico  para  explicar  por  que 
BE  =  DE.  Se  sabe  que  AB=  AD  y  AE  es  bisectriz 
de  ZBAD. 


Solucion 


Hipotesis:  AB  =  AD  y  AE  es  bisectriz  de  ZBAD. 
Explicarque:  BE  =  DE. 


(AEesBisectrizAelAitADj — ►T  Zl  =  Z2 


c 


AB=AD 


r  AE  =  AE 


AABE  =  AADE 


r be=de) 


Razonamiento:  Puesto  que  BE  y  DE  son  parte  de  los  AABE  y  AADE,  primero  debemos 
justificar  que  A ABE  =  AADE  y  despues  usaremos  PCTCC  para  concluir  que  BE  =  DE. 
De  los  datos  tenemos  que  AB  =  AD  y  Z 1  =  Z 2  porque  AE  es  bisectriz  del  ZBAD. 


Tambien,  AE  =  AE  por  ser  un  lado  comun  a  los  triangulos  de  interes  y  por  la  propiedad 
reflexiva.  Por  lo  tanto  se  cumple  el  criterio  LAL;  de  aqui  concluimos  que  AABE  =  AADE 
y  por  lo  tanto  BE  =  DE. 

A 


Ejemplo  3 

Da  un  argumento  logico  para  explicar  por  que  ZB  =  ZC,  si  se  sabe 
que  AB=AC  y  AD  es  mediana. 
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Solucion 


Hipotesis:  AB  =  AC,y  AD  es  mediana. 

Explicar  que:  AB  -AC 


Razonamiento:  AB  y  AC  son  parte  de  los  A  BAD  y  ACAD  respectivamente. 

Probando  que  ABAD  =  ACAD  podemos  concluir  que  AB  =  AC.  De  los  datos  tenemos 
que  AB  =AC;  ademas,  BD=DC  porque  AD  es  una  mediana.  Tambien,  AD=AD  por  ser  un 
lado  comun  a  los  triangulos  de  interes  y  por  la  propiedad  reflexiva.  Por  lo  tanto  se  cumple 
el  criterio  LLL;  de  aqui  concluimos  que  ABAD  =  ACAD  y  por  lo  tanto  AB  =  AC. 


Ejemplo  4 

lAC  =  DB]  Escribe  una  demostracion  de  parrafo  explicando 
las  razones. 


Solucion 


Hipotesis:  AD  ||  BC,  AD  AC  =  AADB,  ABAC  =  ACDB 
Explicar  que:  AC  =  DB 

En  algunos  casos,  en  los  que  se  trata  de  demostrar  congruencia  entre  triangulos,  puede  ser 
dificil  visualizar  los  triangulos  de  interes  y  sus  respectivos  elementos  congruentes.  Ase- 
gurate  de  senalar  toda  la  informacion  en  tus  figuras.  Se  recomienda  dibujar  los  triangulos 
implicados  de  manera  separada,  para  verlos  con  mayor  claridad.  Al  ir  descubriendo  mas 
informacion,  senalala  en  las  figura  original  y  en  los  triangulos  separados. 


(. ZBAC=ZCDB )  (  BC  =  BC  )  (ZADB  =  ZDAC )  (  AD  I  BC  ) - *{ZADB  =  ZDBC 


Y 

( ZACB  =  ZDAC ) 

^  I  ^ 

( ZACB  =  ZADB ) - *{^ZACB  =  ZDBC) 


( AC=DB ) 


Razonamiento:  para  demostrar  que  AC  =  DB,  debemos  mostrar  la  congruencia  de  A ACB  =  A DCB. 
Un  primer  elemento  de  estos  triangulos  es  un  dato:  ABAC  =  ACDB;  el  segundo  dato  se  aprecia  en  la 
figura:  BC  =  BC  por  ser  el  mismo  segmento  (propiedad  reflexiva  de  la  igualdad).  Tambien  se  asegura 
que  AADB  =  ADAC.  Ahora  bien,  puesto  que  AD  ||  BC,  AACB  =  ADAC,  porque  los  angulos  alternos 
internos  entre  paralelas  son  iguales;  por  la  misma  razon  AADB  =  ADBC.  Entonces,  por  la  propiedad  de 
sustitucion,  AACB  =  AADB;  y  volviendo  a  aplicar  esta  propiedad,  obtenemos  AACB  =  ADBC.  Por  lo 
tanto,  A ACB  =  A  DCB  por  el  criterio  BAA,  y  finalmente  AC  =  DB  por  PCTCC. 
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EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.1,  6.4  y  8. 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 


En  los  ejercicios  2  y  3  usa  las  figuras  de  la  derecha  para  explicar  por  que  cada  igualdad  es  verdadera. 


2.  ZA  =  ZP 


3.  BC  =  QR 


En  cada  uno  de  los  ejercicios  siguientes,  utiliza  la  informacion  proporcionada,  para  escribir  una  demos- 
tracion  de  parrafo,  que  pruebe  por  que  cada  igualdad  es  verdadera.  Antes  de  plantear  tu  demostracion, 
debes  escribir  en  forma  de  flu  jo,  el  razonamiento  que  seguiste. 


4.  Datos:  Z\=  Z2yAB  es  bisectriz  de  ZCBD. 
iBC  =  BD ?  ^Por  que? 

C 


7.  Datos :  FD  =  DB  y  AF l/BC 
iFE  =  BC  ?  ^Por  que? 

F 


5.  Datos :AD//BCyAB/lDC 
i AB  =  DC?  ^Por  que? 

D  C 


8.  Datos:  Mes  el  punto  medio  de  WXy  YZ 
;Es  YW=ZX?  ^Por  que? 


Y  X 


C 

9.  A ABC  es  isosceles  y 
CD  es  bisectriz  del  an- 
gulo  del  vertice 
lEs  AD  =  BD? 

^Por  que? _ 
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EXAMEN  2  (PROBLEMARIO) 


Aspecto  a  evaluar:  Producto  integrador  de  unidad 
Evidencia:  Examen  (problemario) 

Competencia  o  atributo  a  evaluar:  4.3,  2  y  4. 


^5?  / 

75J- 

/\A65° 

Ax,, 

instrucciones:  Resuelve  los  siguientes  problemas  como  preparacion  para  evaluar  lo  indicado.  En 
cada  respuesta  se  debe  incluir  el  razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 

Problema  1.  En  la  figura,  ambos  triangulos  son  equilateros. 

Hallese  la  medida  de  x,  en  grados. 

Problema  2.  Dado  un  drculo  con  centra  O  y  radio  r, 
y  una  cuerda  AB;  se  toma  el  punto  C  sobre  la  recta  AB 
de  tal  manera  que  BC  =  r,  se  traza  la  recta  CF  que  pasa 
por  el  centra  de  la  circunferencia. 


Demuestra  que  ZBOC  =  —  ZAOF 


Problema  3.  Demuestrese  que  la  distancia  AB  de  un  lado  a  otro  de 
una  laguna  puede  hallarse  asi:  En  un  punto  conveniente  P  se  clava 
una  vara.  Mirando  en  la  direccion  AP,  se  hace  clavar  una  estaca  en 
C,  haciendo  PC  =  PA.  De  igual  manera  se  determina  D,  mitando 
de  B  a  P,  y  haciendo  PD  =  PB.  despues  se  mide  la  distancia  CD. 


Problema  4.  Un  equipo  de  agrimensores  desea  encontrar  la  distancia  AB  a  traves  de  un  lago.  Un 
metodo  requiere  la  construccion  de  un  par  de  triangulos  congruentes.  Los  agrimensores  seleccio- 
nan  un  punto  cualquiera  C,  miden  ZACB  y  ubican  un  punto  D  de  manera  que  ZACD  =  ZACB  y 
CD  =  CB.  ^por  que  son  congruentes  ZACD  y  ZACB ?  ^Como  puede  esto  ayudar  a  encontrar  la  dis¬ 
tancia  requerida?  r 

*  ri 


Problema  5.  Dos  triangulos  isosceles  AB  C,  ABD  se  construyen  de  un  mismo  lado  de  la  base  comun 
AB.  Demuestrese  que  ZCBD  =  ZD  AC. 

Problema  6.  Ariana  desea  encontrar  la  distancia  AB  a  traves  de  un  estanque  congelado  situado  en 
el  centro  de  un  campo  nivelado.  Es  demasiado  peligroso  caminar  sobre  el  hielo  para  medir  la  dis¬ 
tancia,  asi  que  decide  medir  AC,  BCy  el  ZC  como  se  ve  en  el  diagrama.  ^Como  puede  utilizar  esta 
informacion  para  encontrar  AB  ?  q 
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Problema  7.  Un  salvavidas  desea  determinar  la  distan- 
cia  entre  dos  estaciones  salvavidas  y  una  boya  en  el  mar. 
El  decide  medir  AC,  ZA  y  ZC,  como  se  muestra  en  la 
figura.  jComo  puede  utilizarse  esta  informacion  para 
encontrar  AB  y  BC? 


♦  • 


Problema  8.  Demostrar  que  en  todo  triangulo  isosceles  los  angulos  opuestos  a 
los  lados  iguales  (angulos  de  la  base)  son  iguales.  ( Sugerencia :  traza  la  altura  del 
angulo  del  vertice  y  utiliza  tus  conocimientos  sobre  congruencia  de  triangulos). 

Dk - 7|C 

Problema  9.  Si  AB  =  BC  =  CD  =  DA,  y  DA  _L  AB,  BC  _L  AB, 
Demostrar  que  AC  =  BD. 


Problema  10.  En  el  triangulo  ABC,  ZA  =  ZB,  y  ZBAP  =  ZABQ. 
Demuestrese  que  AP  =  BQ, 

AC 


Problema  11.  En  esta  figura,  P,  Q,  R  son  los  puntos  medios  de  los  lados  del  triangu¬ 
lo  equilatero  ABC.  Demuestrese  que  el  triangulo  PQR  es  equilatero 


i  •  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

„  ,  „  !•  Evidencia:  Autoevaluacion 

Saber  ser:  Emociones 


1.  Escribe  las  dos  cosas  mas  importantes  de  matematicas  que  hayas  aprendido  al  dia  de  hoy. 


2.  Escribe  un  problema  particular  que  te  haya  parecido  dificil. 

3.  ^En  que  te  gustaria  tener  mas  ayuda? 

4.  En  este  momento,  jcomo  te  sientes  en  tu  clase  de  matematicas?  (Senala  las  palabras  que  se  apli- 


quen). 

a.  Interesado 

[ 

] 

b. 

Relajado 

[ 

] 

c. 

Preocupado 

[ 

] 

d.  Exitoso 

[ 

] 

e. 

Confundido 

[ 

] 

£ 

Inteligente 

[ 

] 

g.  Feliz 

[ 

] 

h. 

Aburrido 

[ 

] 

i. 

Apremiado 

[ 

] 

j.  Escribe  tu  propio  estado  de  animo.  _ 

5.  En  este  momento,  ^cual  es  la  mayor  preocupacion  que  afecta  tu  trabajo  de  matematicas? 

6.  ^Como  podriamos  mejorar  las  clases  de  matematicas? 


Semejanza  de 
triangulos  y  tgorema 
de  Pita 


Analiza  las  relaciones  de  semejanza  de  triangulos  y  relation 
pitagorica,  y  las  aplica  en  la  modelacion  y  resolucion  de  pro- 
blemas  de  su  entorno,  de  una  manera  critica  y  reflexiva. 


Indicadores  de  desempeno 

•  Reconoce  y  usa  razones  y  proporciones  en  contextos  diversos. 

•  Identifica  triangulos  semejantes  y  la  proporcionalidad  entre  sus  lados  homologos. 

•  Define  triangulos  semejantes. 

•  Identifica  y  enuncia  los  criterios  de  semejanza  AA,  LAL  y  LLL. 

•  Utiliza  las  tecnologias  de  la  informacion,  para  explorar  triangulos  semejantes  y  criterios  de  semejanza. 

•  Aplica  los  criterios  de  semejanza  (AA,  LAL,  LLL )  para  verificar  la  semejanza  de  triangulos. 

•  Aplica  triangulos  semejantes  en  la  determination  indirecta  de  distancias. 

•  Aplica  la  media  proporcional  (o  geometrica)  para  resolver  problemas. 

•  Aplica  el  teorema  de  Tales  y  el  teorema  de  Pitagoras  y  su  reciproco,  en  la  resolucion  de  problemas 


Competencias  disciplinares  a  evaluar 

1.  Construye  e  interpreta  modelos  matematicos  mediante  la  aplicacion  de  procedimientos  aritmeticos,  algebraicos,  geome- 
tricos  y  variacionales,  para  la  comprension  y  analisis  de  situaciones  reales,  hipoteticas  o  formales 

2.  Formula  y  resuelve  problemas  matematicos,  aplicando  diferentes  enfoques. 

3.  Explica  e  interpreta  los  resultados  obtenidos  mediante  procedimientos  matematicos  y  los  contrasta  con  modelos  estable- 
cidos  o  situaciones  reales. 

6.  Cuantifica,  representa  y  contrasta  experimental  o  matematicamente  las  magnitudes  del  espacio  y  las  propiedades  fisicas 
de  los  objetos  que  lo  rodean. 

8.  Interpreta  tablas,  graficas,  mapas,  diagramas  y  textos  con  simbolos  matematicos  y  cientificos. 


Atributos  de  Competencias  genericas  a  evaluar 

5.2  Ordena  informacion  de  acuerdo  a  categorias,  jerarquias  y  relaciones. 

6.4  Estructura  ideas  y  argumentos  de  manera  clara,  coherente  y  sintetica. 

7.3  Articula  saberes  de  diversos  campos  y  establece  relaciones  entre  ellos  y  su  vida  cotidiana. 

8.1  Plantea  problemas  y  ofrece  alternativas  de  solucion  al  desarrollar  proyectos  en  equipos  de  trabajo,  y  define  un  curso  de 
accion  con  pasos  especificos. 


Actividad  preliminar 

^Por  que  es  importante  estudiar  esta  unidad? 


Los  siguientes  terminos  se  utilizaran  en  la  actividad  que  realizaras  a  continuacion;  leelos  atentamente. 

•  Iteracion  es  el  proceso  de  repetir  el  mismo  procedimiento  varias  veces. 

•  Un  fractal  es  una  figura  geometrica  que  se  construye  utilizando  iteracion. 

A  continuacion  construiras  dos  tipos  de  fractales,  uno  denominado  triangulo  de 
Sierpinsky  y  el  otro,  conocido  como  curva  de  Koch. 


Actividad  1  i  •  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

\  •  Evidencia:  Autoevaluacion 

L - ^ 

a)  Utiliza  tus  conocimientos  para  realizar  lo  indicado: 

Etapa  0:  Dibuja  un  triangulo  equilatero  cuyos  lados  midan  aproximadamente  20  cm. 

Etapa  1:  Une  los  puntos  medios  de  cada  lado  para  formar  otro  triangulo. 

Etapa  2:  Repite  el  proceso  utilizando  los  tres  triangulos  no  sombreados. 

Une  los  puntos  medios  de  cada  lado  para  formar  otros  triangulos. 

b)  Continua  el  proceso  hasta  la  etapa  4.  ^Cuantos  triangulos  no  sombreados  tienes  en  la  etapa  4? 

c)  <Cual  es  el  perimetro  de  un  triangulo  no  sombreado  en  cada  una  de  las  etapas? 

d)  Si  continua  el  proceso  indefinidamente,  ^que  pasaria  con  el  perimetro  de  cada  triangulo  no  som¬ 
breado? 

e)  Analiza  el  siguiente  diagrama  en  flujo  que  muestra  la  utilizacion  de  algunos  conocimientos  que  es- 
tudiaras  en  esta  unidad.  La  implicacion  que  lleva  a  FE  ||  AB  y  GJ  |[  EF ,  la  estudiaras  hasta  la  unidad 
de  poligonos.  El  diagrama  describe  el  razonamiento  que  lleva  a  la  demostracion  de  que:  un  triangulo 
formado  en  la  etapa  2  del  triangulo  de  Sierpinski  es  semejante  al  triangulo  formado  en  la  etapa  0. 


AABC  es  equilatero;  D,  E,  F 
son  puntos  medios  deAB ,  BC, 
CA;  G,  ],  H  sonjjuntos  me- 
Kdios deFC,  CE,  FE. 


(  PE  ||  AB  \*{ZCFH=ZCAB') - AFEC  ~  AABC  ) 


T 


ZCGJ  =  ZCFE\  \  ZCEF  =  ZCBA 


C  GJ  11  EF  ZCJG  -  ZCEF  )-&(  AG/C  ~  A  EEC  ) - *{aaBC~AGJc) 


f)  Para  generar  otras  imagenes  fractales  haz  lo  siguiente: 

Etapa  Oy  1:  Dibuja  un  segemento  de  cualquier  longitud  y  trisecalo. 

Etapa  2:  Reemplaza  la  mitad  del  segmento  con  dos  segmentos  de  la  misma 
longitud  del  segmento  que  se  quito. 

Etapa  3:  Repite  el  proceso  en  cada  uno  de  los  cuatro  segmentos  de  la  etapa  3, 
despues  continua  repitiendo  el  proceso. 

La  imagen  de  fractales  producidos  por  este  proceso  se  denomina  curva  de  Koch. 

g)  Construye  curvas  de  Koch  en  cada  uno  de  los  lados  un  triangulo  equilatero; 
realiza  cuatro  etapas  (la  etapa  0  es  el  dibujo  del  triangulo). 


Etapa  0  y  1 


TV 

Etapa  2 


Etapa  3 
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3 . 1  Razones  y  proporciones 


Lee  con  atencion  y  contesta  correctamente. 

Los  lados  de  la  Bandera  Nacional  estan  en  proportion  cuatro  a  siete.  No  importa  de  que  tamano  se 
haga,  deben  mantenerse  dichas  proporciones.  Dibuja  en  tu  cuaderno  dos  banderas  nacionales  de  dife- 
rente  tamano. 

A  continuation,  recordaras  el  significado  de  razon  y  proporcion. 

Una  razon  es  una  expresion  de  la  forma  ^_,b^0, 

b 

donde  ay  b  son  numeros  reales  que  estan  expresados  en  las  mismas  unidades.  En  otras  palabras,  una 
razon  es  la  comparacion  de  dos  cantidades  por  cociente.  Algunas  veces  esta  razon  se  escribe  a:b  y  se  lee: 
«a  es  a  b». 


Por  ejemplo,  el  rectangulo  de  la  derecha  tiene  6  cm  de  largo 
por  3  cm  de  ancho;  por  lo  tanto,  la  razon  de  la  longitud  a  la 
anchura  es: 

—  o  6  :  3  y  se  lee  «6  es  a  3». 

3 

Esto  significa  que  la  longitud  mide  el  doble  que  el  ancho. 


— 1 - 1 - P 

6  cm 


B 


o 

ro 


Una  proporcion  es  una  igualdad  entre  dos  razones. 


Por  ejemplo,  considerense  los  siguientes  rectangulos: 


4  cm 


6  cm 


8  cm 


12  cm 


Si  se  establecen  las  razones  entre  los  lados  de  estos  rectangulos,  se  observa  que  son  iguales: 

12  _  8  Esta  igualdad  se  denomina  proporcion,  porque  se  com- 
6  4  pone  de  dos  razones  iguales  y  se  dice  que  los  rectangu¬ 

los  tienen  lados  proportionates. 


&  C  Cl  C 

Se  dice  que  las  razones  Ty7  son  proporcionales  o  estan  en  proporcion  si  -r-  =  -y,  b  *  0,  d  *  0. 

b  '  a  u  a 


b  d ; 


Esto,  tambien  se  escribe  a:b  =  c:d  y  se  lee 
«a  es  a  b  como  c  es  a  d». 

En  la  situation  problema  inicial,  se  indica  que  toda  Ban¬ 
dera  Nacional  debe  estar  en  proporcion  4  por  7.  Esto  sig¬ 
nifica  que  toda  bandera  con  dimensiones  a  de  ancho  y  b 
de  largo,  debe  cumplir  la  siguiente  proporcion: 
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^Como  se  mantiene  esta  proporcion?  Multiplicando  o  dividiendo  tanto  el  numerador  como  el  denomi- 
nador  por  la  misma  cantidad.  Asi,  una  bandera  puede  ser  de  2  por  3.5  o  de  8  por  14. 

Lo  anterior  significa  que  si  dibujamos  dos  o  mas  banderas,  sus  lados  son  respectivamente  proporciona- 
les. 

Lee  con  atencion  el  significado  de  segmentos  proporcionales. 


Dos  segmentos  son  proporcionales  a  otros  dos  cuando  las  razones  de  sus  medidas  son  iguales. 


Por  ejemplo,  dibujemos  dos  banderas: 


C 


A 


D 

4 


G 


E 


H 

8 

F 


Si  dividimos  cada  lado  de  la  bandera  de  la  izquierda  con  el 
obtenemos: 

Por  lo  tanto:  AB  _  ^  _  1 

EF  ~  }4  ~  2 

BD  X  1 
EH  ~  2 

AB  BD 
EF  ~  FH 

Contesta  correctamente 

1,  2,  3, 4  ison  proporcionales  a  3,  6,  9  y  12?  ^Por  que? 

Lee  con  atencion. 

En  la  proporcion  _a_  _  c_  , 
b~  d 

las  cantidades  a  y  d  se  llaman  extremos  de  la  proporcion  y  c  y  b  se  llaman  medios  de  la  proporcion. 

a  :  b  =  C  :  d 

I _ I 

Medios 

—  Extremos  — 


lado  respectivo  de  la  bandera  de  la  derecha 


(Esta  expresion  significa  que  los  lados 
involucrados  son  proporcionales) 


Estudia  a  continuacion,  las  propiedades  de  las  proporciones. 

Propiedad  fundamental.  En  toda  proporcion  el  producto  de  los  extremos  es  igual  al  producto  de 
los  medios. 

Si  E-  =  JL ,  entonces  ad  =  be 
b  d 
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La  propiedad  fundamental,  puede  utilizarse  para  verificar  si  dos  razones  forman  una  proporcion: 


Ejemplo 

Comprueba  si  las  siguientes  razones  forman  una  proporcion 


a) 


_3 

4 


60 

80 


5 

3 


Solucion 


Si  los  productos  cruzados  son  iguales,  las  dos  razones  forman  una  proporcion 


a)  3(80)  =  4(60) 

240  =  240  Correcto. 

3  60 

4  “  80 


es  proporcion. 


b)  3(3)  =  2(5) 
9=  10 
3_  _  _5_ 
2  “  3 


Incorrecto. 
no  es  proporcion. 


Intercambio  de  medios  o  de  extremos.  En  toda  proporcion,  si  se  intercambian  los  medios  o  los 
extremos,  la  proporcion  se  mantiene. 

Si  A  =  2L  ,  entonces  A  =  il .  O  bien:  A.  —  A  . 
b  d  c  d  b  a 


Invertir  razones.  En  toda  proporcion,  pueden  invertirse  las  razones. 

Si  A  =  A  ,  entonces  b_  =  A. 
b  d  a  c 


Para  el  despeje  de  incognitas,  el  producto  cruzado  es  el  que  mas  se  usa. 


Ejemplo 

Hallar  x  en  cada  una  de  las  siguientes  proporciones: 


a) 


3_  _  IS 
4  x 


,  N  27  x 

b)  ~  =  T 


Solucion 


a)  A  =  ii 
4  x 

3(x)=  4x15 
4x15 

x  =  4  x  15 
3 

x  =  20 


b)  27  _  x 
x  3 
27  x  3  =  (x)(x) 
x2  =  81 

x=  V8f 


x  =  9 
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Actividad  2 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


A)  Lee  con  atencion. 


Imaginemos  que  el  dibujo  de  la  derecha,  es  realmente  un  lu- 
gar  de  la  Tierra  que  estamos  observando  y  que  trazamos  el 
triangulo  DEE  para  determinar  la  distancia  DE.  _ 

Ahora,  supongamos  que  el  siguiente  dibujo  es  una  fotografia 
tomada  del  lugar.  ^Cuanto  mide  DEI  ^ 


36  mm 


32  m 


La  fotografia  es  un  dibujo  a  escala.  Una  escala,  se  define  como  la 
proporcion  entre  la  magnitud  dibujada  de  un  objeto  respecto  a  a  su 


magnitud  real. 


Escala  = 


Magnitud  en  el  dibujo 
Magnitud  en  la  realidad 


Porlo  tanto,  la  escala  del  dibujo  anterior  es:  Escala  =  Idinm  _  16  mm — =  — !— 

’  1  32  m  32000  mm  2000 

Cualquier  cociente  entre  segmentos  correspondientes  debe  formar  una  proporcion  con  la  escala. 

AB  1 


Entonces: 


DE  2000 


Sustituyendo  el  valor  de  AB:  =  1 

y  DE  2000 


b)  Ahora,  despeja  DE: 


•  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

3^1  i  •  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 

.1  EJERCICIOS  I  y  problemas 

1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

2.  Completa  correctamente. 

a)  Se  da  el  nombre  de  proporcion  a  la  igualdad  que  se  establece  entre _ 


b)  En  toda  proporcion  la  igualdad  que  se  establece  entre  el  producto  de  los  medios  y  el  producto 

de  los  extremos  se  conoce  como  _ 

c)  En  la  proporcion:  AB  MN ,  intercambia  los  medios _ 

CD  PO 

d)  En  la  proporcion:  AB  _  MN,  intercambia  los  extremos _ 

CD  ~  PO 

e)  En  la  proporcion:  AB  _  MN ,  invierte  las  razones. _ 

CD  ~  PO 

3.  Expresa  en  forma  de  cociente  las  siguientes  razones. 

a)  27  es  a  9  b)  120  es  a  180  c)  1  es  a  0.25 


d)  9  es  a  4.2 
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4.  Forma  una  proporcion  con  los  mimeros  54,  10,  18  y  30. 

5.  Comprueba  si  forman  una  proporcion: 

a)^_=60  b)_9_=415  c)  _5  =  ^5 

4  80  10  5  6  3 


6.  Encuentra  el  termino  desconocido  en  las  proporciones  siguientes: 

a)_2_  _  h)j_=±_  c)^=L5  d)  0.75  _  2.5 

4  28  0.5  2  100  ?  ?  10 

7.  Despejar  x  en  las  siguientes  proporciones. 

a)  x  -2  _  3  b)  -3  _  x  -8  c)  3x  -  1  _  1 

x  4  x  5  4  8 


8. 


En  la  figura  de  la  derecha 


AB 

BC 


utiliza  proporciones  para  completar  la  tabla.  Hacer  una  figura 


PROBLEMARIO  >  *  AsPertooevc^uo,’;Activ'cladcleevaluaci6n  intermedia 

i  •  Evidencia:  Reporte  escrito  de  problemas  resueltos  sobre  modelizacion  matematica  i 
INTERMEDIO  i  •  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  73, 1  y  3 

*- - 4 

INSTRUCCIONES:  Resuelve  los  siguientes  problemas,  para  evaluar  lo  indicado.  En  cada  respuesta 
se  debe  incluir  el  razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 

Problema  1.  Supongamos  que  una  receta  para  50  porciones  de  sopa  incluye  los  siguientes  ingre- 
dientes:  30  litros  de  agua,  1/2  taza  de  pimienta,  1.5  kilogramos  de  lentejas,  2.5  polios,  1.5  kilogramos  de 
cebolla  y  170  gramos  de  salsa  picante.  iQue  cantidad  de  cada  uno  de  los  ingredientes  se  requiere  para 
elaborar  250  porciones? 

Problema  2.  La  Tierra  tiene  un  diametro  aproximado  de  12,732  km y  se  encuentra  casi  a  386,160km 
de  la  Luna,  cuyo  diametro  aproximado  mide  3540  km.  En  un  dibujo  a  escala  de  la  Tierra  y  la  Luna,  esta 
ultima  se  representa  con  un  circulo  de  1  cm  de  diametro.  ^Cual  es  el  diametro  de  la  Tierra  y  a  que  dis- 
tancia  se  encuentra  de  la  Luna  en  dicho  dibujo? 

Problema  3.  Se  dibuja  a  escala  una  casa,  de  modo  que  2/3  cm  en  el  dibujo  representa  46  cm  del 
tamano  real  de  la  casa.  Si  el  largo  de  la  casa  es  de  2.5  m  y  el  ancho  mide  1  m,  ^cuales  son  las  dimesiones? 

Problema  4.  Un  fabricante  dibuja  a  escala  un  tornillo:  1  cm  del  dibujo  representa  3  mm  del  tornillo 
real.  Si  el  largo  del  tornillo  en  el  dibujo  es  de  35  cm,  ^cuanto  mide  de  largo  el  tornillo  real? 

Problema  5.  Un  mapa  esta  en  escala  de  manera  que  1  cm  representa  15  km.  iQue  tan  lejos  estan  dos 
pueblos  si  estan  separados  7.9  cm  en  el  mapa? 

Problema  6.  Un  jet  bimotor  tiene  una  longitud  de  78  metros  y  un  ala  de  90  metros;  si  el  modelo  a 
escala  esta  hecho  con  un  ala  de  36  cm,  halla  su  longitud. 
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Definicion  de  triangulos  semejantes 


Lee  con  atencion. 


Una  figura  a  escala,  tiene  la  misma  forma  que  la  original  pero  diferente  tamano.  Sin  embargo,  las  medidas 
estan  en  proportion.  Al  igual  que  se  usa  el  termino  "figuras  congruentes” ,  para  describir  dos  figuras  que  tie- 
nen  exactamente  la  misma  forma  y  tamano,  se  usa  el  termino  "figuras  semejantes",  para  describir  figuras 
que  tienen  la  misma  forma  pero  distinto  tamano,  siempre  y  cuando  sus  elementos  esten  en  proporcion. 
Asi,  si  se  dispone  de  un  mapa  a  escala,  entonces  la  figura  del  mapa  es  semejante  a  la  figura  que  represen- 
ta.  En  este  apartado  estudiaremos  los  triangulos  semejantes. 

Lee  con  atencion  la  definicion  de  lados  homologos: 

Lados  homologos  (o  correspondientes)  son  lados  que  se  oponen  a  angulos  iguales,  o  lados  com- 
prendidos  entre  angulos  iguales. 


El  homologo  de  AB  es  DF 
El  homologo  de  AC  es  DE 
El  homologo  de  BC  es  FE 

AZ. - 1 


Actividad  3 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


a)  Determina  las  parejas  de  lados  homologos  en  la  siguiente  figura 
(primero  debes  poner  marcas  iguales  a  los  angulos  iguales). 

El  homologo  de  MN  es  _ 


El  homologo  de  MO  es 
El  homologo  de  NO  es 


b)  Observa  los  siguientes  triangulos. 

•\C 


A' 


B 


c)  Compara  los  angulos  de  uno  con  los  del  otro.  Puedes  calcar  uno  de  los  triangulos  en  un  pedazo 
de  hoja  suelta  y  superponerlo  en  el  otro  triangulo  o  medir  cada  angulo  con  un  transportador. 

ZA  =  Z _ 

ZB  =  Z 


ZC  =  Z 


Conclusion:  Los  triangulos  tienen  tres  angulos  respectivamente_ 


d)  Ahora,  mide  con  precision  milimetrica  cada  uno  de  los  lados  y  completa  las  siguientes  razones: 


DE 

FE 

AB  ' 

BC  ~ 

Los  triangulos  tienen  lados  homologos 

DF 

los  lados  del  segundo  triangulo  miden  el 

que  sus  lados 

AC  ~ 

homologos  del  primero. 
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En  resumen,  los  dos  triangulos  de  la  actividad  cumplen  con  dos  condiciones: 

1.  Tienen  sus  tres  angulos  respectivamente _ 

2.  Sus  lados  homologos  son _ 


Lee  con  atencion: 


Diremos  entonces,  que  dos  triangulos  son  semejantes,  si  sus  angulos  respectivos  son  iguales,  y 
sus  lados  homologos  son  proporcionales.  La  semejanza  se  representa  por  el  simbolo  ~  . 


Si  ZA  =  ZD,  ZB  =  ZF,ZC  =  ZE  y  AB  AC  BC 

DF  ~DE  ~FE 


entonces  A ABC  ~  A DFE 


(Se  lee:  el  triangulo  ABC  es  semejante  al  triangulo  DFE) 

El  simbolo  k  es  la  razon  de  semejanza,  es  decir,  el  cociente  entre  dos  la¬ 
dos  homologos  cualesquiera;  k  tambien  se  denomina  factor  de  escala. 


Debemos  observar  que  los  triangulos  congruentes  o  iguales  tienen  igual  forma  e  igual  tamano,  pero  los 
trtiangulos  semejantes  tienen  igual  forma  pero  no  necesariamente  igual  tamano. 

Las  propiedades  de  las  proporciones  se  pueden  utilizar  para  resolver  problemas  que  tengan  que  ver  con 
triangulos  semejantes. 


Estudia  el  siguiente  ejemplo. 


Ejemplo 

Si  el  triangulo  MRS  es  semejante  al  triangulo  QTL.  Determina  los  valores  de  x  y y. 

S 


Solucion 


O' 


T 


Ya  que  los  triangulos  son  semejantes,  los  lados  homologos  son  proporcionales.  De  este 
modo,  podemos  escribir  proporciones  para  encontrar  los  valores  dexy  y. 


Escribe  una  proporcion  tal  que  invo- 


Escribe  una  proporcion  tal  que  invo- 


lucre  numeros 

y  la  variable  x. 

lucre  numeros  y  la  vari 

a)  MR 

MS 

b)  MR 

RS 

QT 

QL 

QT 

TL 

18 

X 

18 

y  +  2 

4 

~  3 

4 

5 

54 

=  4x 

90 

=  4y  +  8 

82 

=  4y 

13.5 

=  X 

20.5 

=  >' 
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2 


EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 
y  problemas 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 


2.  En  la  siguiente  figura  decide  si  A ABC  ~  AADE.  Justifica  tu  respuesta. 

A 


En  cada  una  de  las  siguientes  figuras,  calcula  la  longitud  de  los  segmentos  indicados.  Todas  las  medidas 
estan  en  centimetres. 


3.  ATAR-AMAC 
MC  = 
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3 . 3  Criterios  de  semejanza 

Lee  con  atencion: 


La  definicion  de  semejanza  exige  dos  cosas: 

1)  Los  angulos  respectivos  deben  ser  iguales,  y 

2)  Los  lados  homologos  deben  ser  proporcionales. 


Pero,  de  manera  analoga  al  concepto  de  congruencia  existen  criterios  para  determinar  la  semejanza  de 
triangulos,  los  cuales  exploraras  a  continuacion. 


Actividad  4 


GeoGebra 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


a)  Dibuja  dos  triangulos  que  tengan  dos  angulos  iguales  (AA).  Puedes  usar  el  Geogebra. 
Triangulo  A DEF  con  AD  =  35  0  y  AE  =  80° 

Triangulo  A RST  con  AR  =  35  0  y  AS  =  80° 


I 

I 


I 

1 


b)  Mide  con  precision  milimetrica  EDj  DE,  EE \  TS,  RT  y  RS. 

c)  Calcula las  razones:  — y 

RT  RS  ST 

d)  Completa  los  cuadros  siguientes: 


Angulos  del  A  DEF 

AD  = 

AF  = 

AE  = 

Angulos  del  A  RST 

AR  = 

AT  = 

AS  = 

Los  tres  angulos  del  A  DEF  son 

a  los 

tres  angulos  del  A  RST  respectivamente. 

DF 

RT 

DE 

RS 

EE 

ST 

Los  lados  homologos  son 

e)  Dibuja  otra  pareja  de  triangulos  con  dos  angulos  iguales  y  lados  diferentes.  Repite  un  cuadro  pa- 
recido  al  anterior.  ^Sera  que  todas  las  parejas  de  triangulos  con  dos  angulos  iguales  tienen  lados 
homologos  proporcionales? 


La  actividad  de  explo radon  sugiere  el  siguiente  criterio: 
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Una  conclusion  importante  de  esto,  es  que,  automaticamente  los  lados  son  proporcionales.  Es  decir, 
podemos  asegurar  que: 


AB 

DE 


AC 

DF 


BC 

EF 


Ejemplo 

Dado: 

AB  //CDjAB  =  3,  AE  =  2#  +  1, 
CD  =  6  y  ED  =  Sx  -  1 


Determina  AE  y  DE. 


C 


Solucion 


Puesto  que  AB  HCD,  se  cumple  que  ZA  =  ADy  AB  =  ZC  por  ser  angulos  alternos  inter- 
nos  entre  paralelas.  Por  lo  tanto,  A ABE  ~  A DCE  por  el  criterio  AA.  Entonces  podemos 
plantear  la  proporcionalidad  entre  lados  homologos: 

AB  _AE  _  BE 
CD  DE  CE 


3  _  2x + 1 
6  Sx  -  1 
3(5*-l)  =  6(2*+l) 
15#  -  3  =  12#  +  6 
3#  =  9 
#  =  3 


Por  sustitucion 
Productos  cruzados 
Propidad  distributiva 
Sustrae  12#  y  suma  3  a  cada  lado. 
Divide  cada  lado  por  3. 


AE  =  2#  +  1  ED  =  5#  -  1 

=  2(3)  + 1=7  =5(3) -1  =  14 


Existen  dos  criterios  mas  de  semejanza 


Criterio  de  semejanza  LLL  (lado -lado -lado) 

Si  las  medidas  de  los  lados  homologos  de  dos  trian-  /L 

gulos  son  proporcionales,  entonces  los  triangulos  son  /  \ 

semej  antes.  / 

\  r  \/ 

B 

\c 

Si  entonces  A ABC  ~ADFE 

DF  EF  DE 

Una  conclusion  importante  de  esto,  es  que,  automaticamente  los  angulos  son  iguales.  Es  decir,  podemos 
asegurar  que:  ZA  =ZD,  ZB  =  ZE y  ZC  =  AE. 


BUMIsemejanza  de  triangulos  yteorema  DE  PITAGORAS  •  UNIDAD  III 


Criterio  de  semejanza  LAL 
(lado-dngulo-lado) 


Si  dos  lados  de  un  triangulo  son  proporcionales  a  dos  lados  de  otro  triangulo  y  los  angulos  com- 
prendidos  entre  estos  lados  son  iguales,  entonces  los  triangulos  son  semejantes. 


Si  AA  =AAyza  =  zd> 

DF  DE 

entonces  AABC  ~A DEF 


A 


C 


B 


En  forma  automatica  se  cumple  que:  Z.E  =AB,  ZF  =  AC  y 

^Cual  postulado  utilizar?  Esto,  dependent  de  los  datos  que  tengamos. 


AC 

DF 


AB  _  BC 
DE  EF 


Estudia  los  siguientes  ejemplos 


Ejemplo  1 

^Son  semejantes  los  siguientes  triangulos? 


C 


200 


Solucion 


^Cual  postulado  investigar?  Observando  que  no  conocemos  ningun  angulo  debemos 
investigar  el  postulado  ELL.  40  ]_  32  l  27 

200  ~  160  “  135 

Simplificando  obtenemos:  1  _  1  _  1 

J-J~T 

Por  tanto,  los  triangulos  si  son  semejantes  por  el  criterio  LLL 


Solucion 


^Cual  postulado  investigar?  Aqui  no  conocemos  ningun  lado.  Debemos  entonces  inves¬ 
tigar  el  postulado  AA. 


ZB  =  ZD  porque  ambos  son  rectos;  ZBOA  =  ZDOC  por  ser  opuestos  por  el  vertice. 
Por  tanto:  A ABO  ~  A CDO  por  el  postulado  AA. 
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3.3 


EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 

y  problemas 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  con- 
ceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

2.  ^Son  semejantes  todos  los  triangulos  isosce¬ 
les?  ^Por  que?  Haz  un  dibujo. 

3.  ^Son  semejantes  todos  los  triangulos  rectan- 
gulos?  ^Por  que?  Haz  un  dibujo. 

4.  ^Son  semejantes  dos  triangulos  isosceles  que 
tienen  sus  angulos  del  vertice  iguales?  ^Por 
que? 


Para  los  ejercicios  5  y  6, 
utiliza  la  siguiente  figura: 


9.  Explica  por  que  cada  par  de  triangulos  son 
semejantes 


a)  AIRH  y  AIGR 

b)  AIRH  yA RGH 

c)  AIRG  y  ARHG 


10.  Dado  NQ/IOP 
Pruebese  que: 
APOM-AQNM 


5.  Explica  por  que  A  CAT  y  A  DAG  son  semejan¬ 
tes. 

6.  Calcula  CA. 

7.  Explica  por  que  A ABC  y  A EDC  son  semejan¬ 
tes.  Establece  la  proporcionalidad  entre  lados 


8.  Explica  por  que  ALMKy  AONK  son  semejan¬ 
tes.  Establece  la  proporcionalidad  entre  lados 
homologos. 

M 


11.  Dado  ABUDCjACHDE, 
Pruebese  que: 


13.  En  la  siguiente  figura  XY _!_  TY,  ZU  _ LTD ) 
ZXTY=  Z.ZTU,  YT  =  2m,  TU  =  5 
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Medicion  indirecta 
con  triangulos  semejantes 


Estudia  con  atencion  los  siguientes  ejemplos: 

Ejemplo  1 

Cuando  un  jugador  de  boliche  falla  una  marca  de  la  pista  por  2  cm, 
^por  cuanto  falla  el  bolo? 


Solucion 


Considerense  los  triangulos  A ABC  y  A APD. 

Estos  triangulos  se  construyeron  rectangulos. 
Ademas  de  los  angulos  rectos,  los  triangulos  A ABC 
y  AAPD  tienen  el  angulo  A  comun.  Entoces,  por  el 
criterio  AA  se  concluye  que  A ABC  ~  A APD. 
Entonces:  DP  _  AP 
BC~  _  AfT 


Sustituyendo:  x  _  19  m 
2  cm  4  m 


(2  cm)  (19  m) 

- - - - =  9.5  cm 

4m 


Ejemplo  2 

Un  edificio  proyecta  una  sombra  de  7.40  m  de  lar¬ 
go.  Al  mismo  tiempo,  un  nino  de  0.90  m  de  alto 
proyecta  una  sombra  de  1.52  m  de  largo.  iQue  al- 
tura  tiene  el  edificio? 


/ 


Solucion 


En  el  dibujo,  las  lineas  discontinuas  muestran  los  rayos  paralelos  del  sol.  Los  triangulos 
formados  son  semejantes  por  el  criterio  AA.  Entonces,  x  se  puede  determinar  estable- 
ciendo  y  resolviendo  una  proporcion. 

Altura  del  nino  Longitud  de  la  sombra  del  nino 

Altura  del  edificio  Longitud  de  la  sombra  del  edificio 

0.90  _  1.52 
T--  7.40 
(0.90)  (7.40)  =  (  1.52)  (*) 

6.66  =  1.52  a; 

6.66 

- =  x 

1.52 

4.38  =  * 

El  edificio  tiene  4.38  m  de  altura. 
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PROBLEMARIO 

INTERMEDIO 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

Evidencia:  Reporte  escrito  de  problemas  resueltos  sobre  modelizacion  matematica 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  7.3, 1  y  3 


INSTRUCCIONES:  Resuelve  los  siguientes  problemas,  para  evaluar  lo  indicado.  En  cada  respuesta 
se  debe  incluir  el  razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 

Problema  1.  Utilizando  tus  conocimientos  sobre  semejanza  de 
triangulos,  determina  el  valor  de  x  en  el  triangulo  adjunto. 

Problema  2.  En  optica  en  el  estudio  de  los  espejos,  es  necesario  establecer  formulas  que  relacionan 
el  tamano  de  la  imagen,  y  el  del  objeto,  con  las  distancias  que  recorren  los  rayos  de  luz.  Estos  rayos  de 
luz,  forman  triangulos  semej  antes,  y  la  teoria  de  estos  triangulos,  permite  establecer  formulas  usadas 
para  describir  estos  fenomenos.  Por  ejemplo,  las  siguientes  figuras  se  utilizan  para  establecer  la  formula 
de  espejos  concavos  para  imagenes  reales: 


Demuestra  la 
siguiente  formula 
de  los  espejos 
concavos  para 
imagenes  reales. 

1  =  1  _  J_ 

d  f  d' 


Problema  3.  Se  desea  calcular  la  longitud  AB  de  un  terreno 
inestable.  Para  tal  fin  se  trazan  los  triangulos  mostrados  de  manera 
que  AB  ||  DE,  y  se  obtienen  las  medidas  indicadas.  Determina  AB. 

Problema  4.  A  1  m  60  cm  de  un  proyector  se  coloca  un 
objeto  de  50  cm.  ^De  que  tamano  proyectara  su  sombra  sobre 
una  pantalla  que  se  encuentra  a  14  m  del  proyector? 


Problema  5.  ^Cual  es  la  altura  de  una  torre  del  campanario  de  una  iglesia  si  dicha  torre  proyecta  una 
sombra  de  8.4  m  y  si  al  mismo  tiempo  una  persona  de  1.8  m  proyecta  una  sombra  de  0.4m? 


Problema  6.  A  cierta  hora  del  dia,  una  persona  de  180  cm  de  alto,  proyecta  una  sombra  de  120  cm. 
En  el  mismo  instante,  un  arbol  proyecta  una  sombra  de  540  cm.  iQue  altura  tiene  el  arbol? 


Problema  7.  Ana  esta  ubicada  a 
120  cm  de  un  poste  vertical  de  200  cm 
de  alto.  Cuando  levanta  la  vista,  pue- 
de  ver  la  parte  mas  alta  de  un  edificio. 
Ella  sabe  que  el  edificio  se  encuentra 
a  1000  cm  del  poste.  Sus  ojos  estan  a 
150  cm  del  terreno.  ^Cual  es  la  altura 
del  edificio? 
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Problema  9.  En  optica,  la  distancia  focal 
c  de  un  lente  esta  dado  por  la  ecuacion 
1/a  +  l/t>  =  1/c, 

donde  a  es  la  distancia  del  lente  a  la  imagen  y  b  es 
la  distancia  del  lente  al  objetivo. 

Si  a  =  4.8  cm,  b  =  17.7  cm  y  la  altura  de  la  imagen 
mide  1.3  cm,  encuentra  la  altura  del  objeto  y  la 
distancia  focal  del  lente. 

Problema  10.  Para  averiguar  la  altura  de  un 
arbol,  una  muchacha  observa  la  parte  mas  alta  de 
este  en  un  espejo  que  se  encuentra  a  4.5  m  del 
arbol.  El  espejo  esta  en  el  piso,  con  la  cara  hacia 
arriba.  La  muchacha  se  encuentra  a  0.65  m  del 
espejo  y  la  distancia  de  sus  ojos  al  suelo  es  apro- 
ximadamente  1.65  m.  ^Que  altura  tiene  el  arbol? 

3.5  Teorema  de  Tales 


Objeto 


Realiza  la  siguiente  actividad: 

Actividad  5 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


1 


En  los  triangulos  siguientes,  se  trazo  un  segmento  paralelo  a  un  lado  del  triangulo. 


MNUBC  XYUDE  SRIIGH 


Sustituye  el  signo  de  interrogacion  por  la  medida  del  segmento  que  corresponda. 
AM  _  AN_  EX_  _  EY  IS  _  ? 

MB  NC  XD  ?  SG  RH 


O  bien: 

AM  _  MB  FX  _  ? 

FY  YE 


IS 


AN  NC 


IR 
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Estas  observaciones  se  resumen  en  el  teorema  siguiente: 

Teorema:  Si  una  recta  paralela  a  un  lado  de  un  triangu- 
lo  interseca  a  los  otros  dos  lados,  entonces  divide  a  estos 
proporcionalmente. 

Si  MN  es  paralelo  a  DE,  entonces  CM  _  CN 

MD  ~  ~NE 


Este  teorema  es  consecuencia  de  otro  mas  general,  cuyo  nombre  se  debe  a  su  creador  Tales  de  Mileto: 


Teorema  de  Tales:  Si  varias  paralelas  cortan  a  dos  transversales,  determinan  en  ellas  segmentos  corres- 


Ejemplo  1 

En  esta  figura,  MN//DE.  Encuentrese  NE. 


Solucion 


CM 

MD 


Por  el  teorema  de  Tales. 
NE 


Portanto  A  -  il 
5  x 


3x  =  20 


C 


Ejemplo  2 

Encuentrese  FJ  en  esta  figura  si  GFl/KJ. 


GK  _  FJ 
KH  JH 

2_  _  x 
3  6  -  x 

3x  =  12  -  lx 
5x=  12 
12 


G 


V. 


V'- 

6 


Solucion 


Por  Tales. 
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EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 

y  problemas 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 


2.  Supongase  que  DE//BC.  Indiquese  si  lo  siguiente  es  falso  o  verdadero. 


3.  En  los  ejercicios  siguientes,  despejese  x. 


4.  Lee  con  atencion  y  contesta  lo  que  se  pide: 


Division  de  un  segmento  en  partes  iguales. 

Para  dividir  un  segmento  cualquiera  AB  en  3  partes  iguales,  trazamos  la 
recta  AM  que  pase  por  A.  Situamos  sobre  ella  con  el  compas,  3  partes  igua¬ 
les  y  marcamos  los  puntos  X,Y y  Z.  Dibujamos  la  recta  ZB  y  trazamos  para- 
lelas  a  ella  por  los  puntos  restantes,  ordenadamente.  Este  proceso  se  puede 
utilizar  para  cualquier  numero  n  de  partes  iguales.  Ahora,  contesta: 

a)  Utilizando  el  teorema  de  Tales,  explica  por  que  es  correcto  este 
procedimiento. 

b)  Traza  un  segmento  cualquiera  y  dividelo  en  cinco  partes  iguales. 


A- 


-B 
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O  (2  Triangulos  rectangulos:  medias 
J  u  proporcionales  y  teorema  de  Pitagoras 


Estudia  la  siguiente  definition: 

Un  numero  x  es  una  media  proporcional  para  dos  numeros  a  y  b  si 

JL  =  ,  x  *  0,b  *  0 

x  b 


Por  ejemplo,  la  media  proporcional  para  4  y  16  es  8,  dado  que 

±  =  8_ 

8  16 


Recuerda  las  partes  de  un  triangulo  rectangulo. 


En  el  triangulo  rectangulo  los  lados  que  determinan  el  angulo 
recto  se  llaman  catetos,  y  el  lado  opuesto  al  angulo  recto  se  llama 

hipotenusa.  Catdo 

. Hipotenusa 

Cateto 

Lee  con  atencion: 


La  semejanza  de  triangulos  permite  establecer  algunas  propiedades  importantes  de  los  triangulos  rec¬ 
tangulos.  A  continuacion  estableceremos  dos  propiedades  relacionadas  con  la  altura  de  un  triangulo 
rectangulo  y  la  media  proporcional. 
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Consideremos  estos  triangulos  en  parejas: 

C 


AACB  =  A  ADC  porque  son  angulos  rectos 

ACAB  =  ACAD  porque  son  angulos  comunes  a  ambos  triangulos. 
Por  lo  tanto,  A I  ~  All  por  el  criterio  AA. 


Automaticamente,  por  la  propiedad  del  tercer  angulo,  el  par  de  angulos  restantes  son  iguales: 


C 


Si  consideramos  la  proporcion,  c  _  b 
resulta  lo  siguiente:  b2  =  cy  b  y 


C 


Por  lo  tanto,  el  cateto  b  es  media  proporcional  paray  y  c. 

C  C 


AACB  =  ACDB  porque  son  angulos  rectos. 

AABC  =  ADBC  porque  son  angulos  comunes  a  ambos  triangulos. 
Por  lo  tanto,  Al  ~  AIII  por  el  criterio  AA. 
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Automaticamente,  el  par  de  angulos  restantes  son  iguales: 


C  C 


Entonces:  AC  _  AB  _  CB 

CD  ~  ~CB  ~  ~DB 

Sustituyendo:  b  _  c  _  a 

h  a  x 

Si  consideramos  la  proporcion,  c  _  a 
resulta  lo  siguiente:  a2  =  cx  a  x 


C 


Entonces,  el  cateto  a  es  media  proporcional  para  xyc. 

Ally  AIII:  Para  el  analisis  de  estos  triangulos,  utilizaremos  los  pares  de  angulos  iguales  resultantes  de  los 
analisis  anteriores.  En  la  siguiente  figura  se  presentan  con  marcas  iguales  los  angulos  iguales. 


( 

b 

h 

a 

7o 

h 

© 

aTx - □ 

D  n 

n 

A  y 

Lf  D 

X 

- A ^  B 

Por  lo  tanto,  All  ~  Alll 

Entonces:  AC  -  AD  -  CD 

C 

CB  CD  BD 

Sustituyendo:  —  =  A-  =  — 

h  / 

a  h  x 

h 

A/y  r 

— |  X 

Si  consideramos  la  proporcion,  y  _  h 

1 - 

D 

c  - 1 

resulta  lo  siguiente:  h 2  =  xy 

h  x 

Entonces,  la  altura  h  es  media  proporcional  para  xey. 
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De  los  analisis  anteriores,  se  infieren  las  siguientes  propiedades: 


Estudia  los  siguientes  ejemplos. 


Ejemplo 

Calcular  el  valor  de  cada  incognita 


Solucion 


a)  Con  la  propiedad  1  obtenemos 
42  =  2x 
16  =  2x 
x  =  16  =8 
2 


b)  Con  la  propiedad  2  obtenemos 
b2  =  9(l 6) 
b2  =  144 

b  =  V~l44=  12 


Ah  ora,  para  que  practiques,  realiza  la  siguiente  actividad: 
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Lee  con  atencion: 

Ah  ora,  usando  los  resultados  relativos  a  medias 
proporcionales  de  un  triangulo  rectangulo,  justifi- 
caremos  una  de  las  propiedades  mas  importantes 
de  los  triangulos  rectangulos:  el  teorema  de  Pi¬ 
tagoras. 

Consideremos  un  triangulo  rectangulo  cuya  hipo- 
tenusa y  catetos  midan  c,ayb  respectivamente. 

Si  trazamos  la  altura  correspondiente  al  vertice  C, 
la  hipotenusa  queda  dividida  como  se  indica: 


C 


Aplicando  la  propiedad  2  de  medias  proporcionales  obtenemos: 

b 2  =  xc  (l) 

a2  =  (c-x)c  =  c2  -  xc  (2) 


Sumando  ambos  lados  de(l)y(2):b2  +  a2  =  x<f  +c2 
Por  lo  tanto:  a2  +  b2  =  c2 


xjc 


Hemos  justificado  el  teorema  de  Pitagoras  que  se  enuncia  de  la  siguiente  manera: 


Teorema  de  Pitagoras 

En  un  triangulo  rectangulo  el  cuadrado  de  la  hipotenusa  es 

c/ 

b 

igual  a  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  catetos. 

c2  -  a2  +  b2 

a 

E 

Estudia  los  siguientes  ejemplos: 


Ejemplo 

Obten  en  cada  caso  el  lado  desconocido. 


Solucion 


a)  Por  el  Teorema  de  Pita¬ 
goras: 

x2  =  242  +  72 
x2  =  57 6  +  49 
*  =  a/625  =  25 


b)  Por  el  Teorema  de  Pita¬ 
goras: 

■y 2  =  412  -  402 
y2=  1681  -  1600 
y  =V81  =  9 


c)  Por  el  Teorema  de  Pita¬ 
goras: 

x2  =  172  -  152 
x2  =  289  -  225 
x  =  a/6 4  =  8 
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3 


6 


EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 
y  problemas 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principals  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

2.  En  los  ejercicios  a)  al  f)  obten  la  medida  del  lado  desconocido  en  cada  triangulo. 


PROBLEMARIOI  •  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

i  •  Evidencia:  Reporte  escrito  de  problemas  resueltos  sobre  modelizacion  matematica 
CO  ■  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  1.3, 1  y  3 

INSTRUCCIONES:  Resuelve  los  siguientes  problemas  para  evaluar  / _ 

lo  indicado.  En  cada  respuesta  se  debe  incluir  el  razonamiento  seguido  / 

para  llegar  a  la  solucion.  ]_,/ 

Problema  1.  La  distancia  recomendada  d  a  la  que  una  escalera  debe  / 

colocarse  de  una  pared  vertical  es  25%  de  su  longitud  L.  Aproxime  la  / 

altura  a  la  que  se  puede  llegar  al  relacionar  h  como  porcentaje  de  L.  d 


Problema  2.  Un  estacionamiento  rectangular  mide  100  por  50  m.  iQue  distancia  se  ahorrara  con- 
duciendo  un  automovil  a  lo  largo  de  una  diagonal  del  lote  para  llegar  al  vertice  opuesto,  en  vez  de  con- 
ducirlo  por  la  parte  externa? 


Problema  3.  Un  grupo  de  ingenieros  topografos  quiere  me- 
dir  la  distancia  entre  dos  puntos  A  y  B  en  un  terreno  accidenta- 
do.  Desean  conocer  la  distancia  horizontal  real  AB.  Si  la  tierra 
esta  0.75  metros  mas  alta  en  la  mitad  de  los  dos  puntos  y  si  la 
cinta  de  medir  indica  27.0  metros,  ^cual  es  la  distancia  real  AB? 


A- 


,^0.75  m 


— 


-B 


Problema  4.  Se  va  a  instalar  una  linea  de  energia  electrica 
que  cruce  un  rio  de  1.6  km  de  ancho  hasta  una  ciudad  que  esta 
8  km  corriente  abajo  (ver  la  figura).  Cuesta  $150,000.00  por  km 
tender  un  cable  bajo  el  agua  y  $120,000.00  por  km  tenderlo  en 
tierra.  Determina  como  debe  instalarse  el  cable  si  se  ha  asignado 
$750,000.00  para  este  proyecto. 
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INSTRUCCIONES:  Elabora  un  mapa  conceptual  de  la  unidad,  para  evaluar  lo  indicado. 


MAPA 

CONCEPTUAL 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Mapa  conceptual  de  la  unidad. 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.2 


r  EXAMEN  3  (PROBLEMARIO)" 

I 

I 

INSTRUCCIONES:  Resuelve  los  siguientes 
problemas,  como  preparacion  para  evaluar  lo 

•  Aspecto  a  evaluar:  Producto  integrador  de  unidad 

•  Evidencia:  Examen  (problemario) 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  2,  6  y  8 

1 - - - 1 

indicado.  En  cada  respuesta  se  debe  incluir  el  razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 


Problema  1.  Un  problema  de  calculo  diferencial,  es  encontrar  la  al- 
tura  h  del  cono  de  volumen  maximo  que  puede  inscribirse  en  una  esfera 
de  radio  R.  Sea  r  el  radio  del  cono.  Lo  mas  complicado  del  problema,  es 
expresar  r2  en  funcion  de  h  y  de  R,  pero,  si  aplicas  lo  que  aprendiste  sobre 
triangulos  semej antes,  esto  se  vuelve  sencillo. 

Demuestra  que:  r 2  =  AO  x  OC  =  h(2R  -  h ) 

Problema  2.  Una  antena  vertical  de  3.5  m  debe  ser  sostenida  por 
un  cable  atado  a  un  gancho  sobre  el  piso  a  1.5  m  de  la  base  de  la  antena. 

Si  se  supone  que  se  requiere  30  cm  adicional  de  cable  en  cada  extremo  para  hacer  los  nudos,  ^cuan- 
to  debe  medir  el  trozo  de  cable  necesario  para  unir  la  parte  superior  de  la  antena  con  el  gancho? 

Problema  3.  En  el  triangulo  ABC  de  la  siguiente  figura,  sa- 
bemos  que  el  angulo  CBA  es  el  doble  del  angulo  BCA,  el  lado 
CA  es  2  unidades  mayor  que  el  lado  AB,  BC  mide  5,  y  BD  es 
bisectriz  del  angulo  ABC.  ^Cuanto  miden  AB  y  CA? 


Problema  4.  En  un  triangulo  ABC  el  angulo  en  A  es  igual 
a  36°  y  AB  =  AC.  Muestra  que  la  bisectriz  de  BM  del  angulo  en 
B  es  igual  a  BC. 


Problema  5.  Una  caja  tiene  24  cm  de  largo,  8  cm  de  ancho 
y  10  cm  de  alto.  <Cual  es  la  longitud  de  la  diagonal  AB? 


Problema  6.  Lee  con  atencion  y  resuelve  lo  indicado:  Una  terna  pitagorica  esta  formada  por  me- 
didas  de  triangulos  rectangulos  que  satisfacen  el  teorema  de  Pitagoras.  Las  siguientes  expresiones 
producen  ternas  pitagoricas  (a,  b,  c)  con  a  <b  <  e: 

Para  cualquier  entero  positivo  n, 
a=  2n  +  1 
b  =  (1/2)(a2-  l) 
c  =  (1/2)(fl2+  l) 

Ahora,  determina  cinco  ternas  pitagoricas  y  comprueba  que  lo  son. 


B 


unraafcl 


Trigonometna 
aplicaciones 
de  triangulos 
-rectangulos 


Proposito  de  unidad 

Analiza  las  relaciones  trigonometricas  en  triangulos  rectangulos  y  las  aplica 
en  la  resolution  de  problemas  de  su  entorno. 


Indicadores  de  desempeno 

•  Define  las  razones  trigonometricas  en  el  triangulo  rectangulo. 

•  Establece  las  identidades  trigonometricas  basicas:  reciprocas,  por  cociente  y  pitagoricas. 

•  Utiliza  los  valores  exactos  de  las  razones  trigonometricas  de  angulos  especiales  para  evaluar  expresiones. 

•  Obtiene  los  valores  de  las  razones  trigonometricas  y  valores  de  angulos,  empleando  la  calculadora  para  angulos  entre  0° 
y90° 

•  Utiliza  las  identidades  trigonometricas  reciprocas  para  determinar  los  valores  de  las  razones  trigonometricas  de  angulos 
entre  0°y90°. 

•  Resuelve  triangulos  rectangulos. 

•  Aplica  la  trigonometna  a  la  solucion  de  ejercicios  y  problemas. 


Competencias  disciplinares  a  evaluar 

1.  Construye  e  interpreta  modelos  matematicos  mediante  la  aplicacion  de  procedimientos  aritmeticos,  algebraicos,  geome- 
tricos  y  variacionales,  para  la  comprension  y  analisis  de  situaciones  reales,  hipoteticas  o  formales. 

2.  Formula  y  resuelve  problemas  matematicos,  aplicando  diferentes  enfoques. 

3.  Explica  e  interpreta  los  resultados  obtenidos  mediante  procedimientos  matematicos  y  los  contrasta  con  modelos  estable- 
cidos  o  situaciones  reales. 

6.  Cuantifica,  representa  y  contrasta  experimental  o  matematicamente  las  magnitudes  del  espacio  y  las  propiedades  fisicas 
de  los  objetos  que  lo  rodean. 


Atributos  de  Competencias  genericas  a  evaluar 

5.2  Ordena  informacion  de  acuerdo  a  categorias,  jerarquias  y  relaciones. 

7.3  Articula  saberes  de  diversos  campos  y  establece  relaciones  entre  ellos  y  su  vida  cotidiana. 

8.1  Plantea  problemas  y  ofrece  alternativas  de  solucion  al  desarrollar  proyectos  en  equipos  de  trabajo,  y  define  un  curso  de 
accion  con  pasos  especificos. 


Actividad  preliminar 

^Por  que  es  importante  estudiar  esta  unidad? 


El  siguiente  problema  muestra  la  utilizacion  de  algunos  conceptos  geometricos  y  trigonometricos,  algu- 
nos  ya  estudiados  y  otros  que  estudiaras  en  esta  unidad. 


Problema.  Un  paciente  recibe  un  tratamimto  con  radio- 
terapia  para  un  tumor  situado  detras  de  un  organo  vital. 
Para  evitar  dano  en  el  organo,  el  radiologo  debe  dirigir  los 
rayos  con  un  cierto  angulo  hacia  el  tumor.  Si  el  tumor  esta 
6.3  cm  debajo  de  la  piel  y  los  rayos  penetran  en  el  cuerpo 
9.8  cm  a  la  derecha  del  tumor,  halla  el  angulo  con  el  que  los 
rayos  deben  penetrar  al  cuerpo  para  atacar  el  tumor. 


Tumor 


Con  tus  conocimientos  previos,  resuelve  la  siguiente  actividad. 


■  •  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto  * 

Actividad  1  !*  Evidencia:  Autoevaluacion 

-  L - ,| 

I 

a)  Primero  analiza  la  solucion  planteada  a  continuacion. 

Una  vez  que  termines  el  estudio  de  la  unidad  vuelve  a  analizarla. 


Solucion 


El  problema  puede  modelarse  mediante  un  triangulo  rec- 
tangulo  como  el  mostrado  en  la  parte  derecha.  Los  datos 
corresponden  a  los  catetos  del  triangulo,  y  la  incognita  es 
uno  de  los  angulos  agudos  del  triangulo. 

^Cuanto  vale  a? _ 


9.8  cm 


6.3  cm 


El  problema  se  resuelve  planteando  una  razon  trigonometrica  que  relacione  la  incogni¬ 
ta  y  los  datos.  Esta  razon,  es  la  tangente  del  angulo: 

tan  a  -  ca^°  °Puest°  a  a 
cateto  adyacente  a  a 

_  6.3 
“  9 J 

=  0.6429 

Por  lo  tanto:  a  =  tan'* 1  (0.6429) 
a  =  32°  42" 

Los  rayos  deben  entrar  al  cuerpo  con  un  angulo  de  32°  42". 
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b)  iQue  tanto  recuerdas  de  lo  que  estudiaras  en  esta  unidad? 


Utiliza  tus  conocimientos  previos  para  resolver  el  siguiente  crucigrama.  A  continuacion,  consulta  el 
material  de  esta  unidad  y  revisa  tus  respuestas. 


Horizontales  Verticales 


2.  Nombre  que  reciben  los  triangulos  que  no 
son  rectangulos. 

3.  Razon  trigonometrica  definida  como  la  hipo- 
tenusa  entre  el  cateto  opuesto. 

6.  Razon  trigonometrica  definida  como  el  cate¬ 
to  adyacente  entre  el  cateto  opuesto. 

7.  Razon  trigonometrica  definida  como  el  cate¬ 
to  adyacente  entre  la  hipotenusa. 


1.  Razon  trigonometrica  definida  como  el  cate 
to  opuesto  entre  el  cateto  adyacente. 

4.  Razon  trigonometrica  definida  como  la  hi 
potenusa  entre  el  cateto  adyacente. 

5.  Razon  trigonometrica  definida  como  el  cate 
to  opuesto  entre  la  hipotenusa. 


c)  Aliora,  trata  de  contestar  las  siguientes  cuestiones,  y  revfsalas  una  vez  que  hallas  estudiado  el  mate¬ 
rial  de  esta  unidad. 


En  referencia  a  la  figura  de  la  derecha: 

a)  Nombra  el  cateto  adyacente  a  ZP. 

b)  Nombra  el  cateto  opuesto  a  Z  Q 

c)  Nombra  la  hipotenusa 

d)  Nombra  el  cateto  opuesto  a  ZP. 

e)  Nombra  el  cateto  adyacente  aZQ. 

f)  iQue  es  sen  P? 

g)  iQue  es  cos  P? 

h)  iQue  es  tan  Q? 

i)  iQue  es  cos  Q? 

j)  iQue  es  sen  Q? 


R  P 
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Razones  trigonometricas 


Lee  atentamente  la  siguiente  information  acerca  del  triangulo  rectangulo: 

En  todo  triangulo  rectangulo  se  tiene  un  angulo  recto  y  dos  angulos  agudos.  El  lado  opuesto  al  angulo 
recto  se  llama  hipotenusa  y  los  otros  dos  lados  se  llaman  catetos.  La  hipotenusa  es  el  mayor  de  los 
tres  lados  del  triangulo. 


ZC  es  angulo  recto. 
c  es  la  hipotenusa 
a  y  b  son  catetos. 


Cada  angulo  agudo  de  un  triangulo  rectangulo  tiene  por  lados  la  hipotenusa  y  uno  de  los  catetos. 


Para  un  cierto  angulo  agudo  CL,  los  catetos  reci- 
ben  el  nombre  de  opuesto  o  de  adyacente. 


Cateto  opuesto 
a  a 


Cateto  adyacente  a  a 


En  un  triangulo  rectangulo,  los  dos  angulos  agudos  son  siempre  complementarios,  es  decir  la  suma 
de  sus  medidas  es  90°.  Los  catetos  adyacente  y  opuesto  se  intercambian  en  estos  angulos. 


Cateto 

adyacente 


Actividad  2 

Contesta  correctamente: 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

i  •  Evidential  Trabajo  colaborativo  < 

i  •  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 

- 1 

I 

I 

a)  El  cateto  puesto  a  ZA  es _ 

b)  El  cateto  adyacente  a  ZA  es _ 

c)  El  cateto  opuesto  a  ZB  es _ 

d)  El  cateto  adyacente  a  ZB  es _ 

e)  La  hipotenusa  es _ 
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Recordemos  que  en  los  triangulos 
rectangulos  se  cumple  el  teorema  de 
Pitagoras  que  relaciona  los  tres  lados 
del  triangulo. 


Ah  ora,  buscaremos  las  relaciones  que  existen  entre  los  lados  y  los  angulos  de  cualquier  triangulo  rec- 
tangulo.  Para  ello,  estudiaremos  la  rama  de  las  matematicas  llamada  trigonometria.  Analiza  la  siguiente 
definicion  de  trigonometria. 

La  trigonometria  es  la  rama  de  las  matematicas  que  estudia  las  relaciones  que  existen  entre  los 
lados  y  los  angulos  de  los  triangulos,  asi  como,  su  aplicacion  en  la  resolucion  de  problemas. 

Recuerda  la  definicion  de  razon  entre  dos  cantidades: 

Una  razon  entre  dos  cantidades  expresadas  en  las  mismas  unidades,  es  el  cociente  o  cociente  indicado 
que  se  obtiene  al  dividir  la  primera  de  las  cantidades  entre  la  segunda. 

Apartir  del  siguiente  triangulo  rectangulo,  escribe  to- 
das  las  razones  que  se  pueden  establecer  con  las  lon¬ 
gitudes  de  los  lados. 


B 


^Cuantas  razones  se  pueden  establecer  con  los  lados  de  un  triangulo? 


La  siguiente  figura  muestra  una  rampa  utilizada  para  subir  material  en  una  obra  en  construccion.  La 
rampa  mide  20  m  y  la  altura  que  alcanza  es  de  12  m.  El  punto  de  apoyo  de  la  base  de  la  rampa  sobre  el 
piso  se  encuentra  a  una  distancia  de  16  m  de  la  base  de  la  construccion. 


16  m 
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A  continuacion,  se  muestran  distintas  distancias  recorridas  sobre  la  ram  pa,  asi  como,  las  alturas  respec- 
tivas  alcanzadas. 


20  m 

C 


Consideremos  la  altura  h  que  se  alcanza  en  un  punto  de  la  rampa  y  la  distancia  d  que  se  recorre  sobre 
ella  hasta  dicho  punto: 


20m  c 


Contesta  las  siguientes  preguntas: 


1.  En  el  punto  D  de  las  figura  de  la  derecha  ^cual  es  la  razon  — ? 

d 

2.  En  el  punto  F  de  las  figura  de  la  derecha  ^cual  es  la  razon  — ? 

d 

3.  En  el  punto  C  de  las  figura  de  la  derecha  ^cual  es  la  razon  — ? 

d 


4.  iQue  observas  en  las  razones  anteriores  obtenidas? 


5.  Al  recorrer  la  mitad  de  la  rampa,  ^que  altura  se  alcanzara? 


h 

6.  ^Cual  es  la  razon  —  entre  la  altura  alcanzada  al  recorrer  la  mitad  de  la  rampa  y  la  distancia  d  que 
d 

se  recorre  sobre  ella? 


ISIfl  Itrigonometria:  aplicaciones  de  triangulos  RECTANGULOS  •  UNIDAD  IV 


Lee  con  atencion: 


En  el  inciso  anterior,  debiste  encontrar  que  la 
razon  entre  la  altura  alcanzada  y  la  distancia  re¬ 
corrida  sobre  la  rampa  es  la  misma  para  todos 
los  triangulos  formados. 


— =  constante. 

d 


Si  consideramos  el  angulo  A,  observamos  que  en  cada  uno  de  los  triangulos,  h  es  el  cateto  opuesto  y  d  es 
la  hipotenusa.  De  esta  forma,  hemos  encontrado  que  para  un  mismo  angulo,  la  razon: 

Cateto  opuesto  >  resLl](-a  siempre  la  misma  sin  importar  las  medidas  del  triangulo. 

Hipotenusa 


A  esta  razon  se  le  llama  seno  del  angulo  A.  p 


El  seno  del  angulo  A  es  la  razon  entre 

c 

su  cateto  opuesto  y  la  hipotenusa.  Se  ex- 

4  /  r 

presa  con  Sen  A. 

b  C 

senA  = 


Cateto  opuesto  a  ZA 
Hipotenusa 


senA  =  — 
c 


Las  otras  cinco  razones  establecidas  entre  cada  par  de  lados  de  un  triangulo  rectangulo,  se  definen  como 
sigue: 


B 


El  coseno  del  angulo  A  es  la  razon  entre 

y 

su  cateto  adyacente  y  la  hipotenusa.  Se 

A  . 

Zr 

expresa  con  Cos  A. 

b  C 

cos  A 
cos  A 


Cateto  adyacente  a  ZA 
Hipotenusa 

b 

c 


B 


La  tangente  del  angulo  A  es  la  razon  en- 

c  / 

tre  su  cateto  opuesto  y  su  cateto  adya- 

A  ^ 

Z  r 

cente.  Se  expresa  con  Tan  A  o  Tg  A 

b  C 

tanA  = 


Cateto  opuesto  a  ZA 
Cateto  adyacente  a  ZA 


tan  A  =  Zl_ 
b 


La  cotangente  del  angulo  A  es  la  razon 
entre  su  cateto  adyacente  y  su  cateto 
opuesto.  Se  expresa  con  Cot  A  o  Ctg  A 


La  secante  del  angulo  A  es  la  razon  entre 
la  hipotenusa  y  su  cateto  adyacente.  Se 
expresa  con  SecA. 


B 


A 


cot  A  = 


Cateto  adyacente  a  ZA 


Cateto  opuesto  a  ZA 


cot  A  =  — 
a 


sec  A  = 


Hipotenusa 


Cateto  adyacente  a  ZA 


secA= 

b 


MATE  M  ATI  CAS  III  •  GEOMETRIA  Y  TRIGOIMOMETRIAl  IH1 


La  cosecante  del  angulo  A  es  la  razon  en- 

B 

tre  la  hipotenusa  y  el  cateto  opuesto.  Se 

c/ 

expresa  con  Csc  A. 

A  /  V 

b  C 


esc  A  = 


Hipotenusa 
Cateto  opuesto  a  ZA 


4  c 
cscA=  — 
a 


Actividad  3 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


Estudia  atentamente  la  siguiente  situacion  problema: 

Una  escalera  de  10  metros  de  largo,  se  recarga  sobre  una  barda  y  su  extremo  inferior  forma  un  angulo  de 
20°  con  el  piso,  ^cual  es  la  altura  de  la  barda? 


Primeramente  debemos  representar  la  situa¬ 
cion  planteada  en  un  dibujo: 


Datos:  Identifiquemos  las  palabras  asociadas  con  los  triangulos  rectangulos: 


Angulo  =  20° 

Hipotenusa  =  10  m 
Incognita:  Cateto  opuesto  a  20° 
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Sabemos  que: 


sen  20°  = 


sen  20°  = 


Cateto  opuesto  a  20° 
Hipotenusa 
Altura  de  la  barda 

Id 


Sen  20°  x  10  =  altura  de  la  barda 
altura  de  la  barda  =  Sen  20°  x  10 


Lee  con  atencion: 

Observamos  que  si  conocieramos 
el  valor  del  seno  de  20°,  el  problema 
estaria  resuelto. 

El  seno  de  20°  o  cualesquier  otra  ra- 
zon  trigonometrica  pueden  encon- 
trarse  para  varios  angulos  haciendo 
mediciones  muy  precisas  en  una  fi- 
gura  parecida  a  la  siguiente: 


Por  ejemplo,  si  queremos  los  valores  de  las 
razones  trigonometricas  de  20°,  tomamos  el 
triangulo  rectangulo  que  corresponde  a  este 
angulo  y  despues  de  medir  cuidadosamente 
con  una  regia,  calculamos  cada  uno  de  los 
cocientes. 


Del  triangulo  y  aplicando 
la  definicion  del  seno: 

sen  20°  =  yj  =  0.34 

Entonces: 


altura  de  la  barda  =  sen  20°  x  10  =  (0.34)(l0)  =  3.4  m 

De  esta  manera,  pueden  obtenerse  tablas  para  los  valores  de  las  razones  trigonometricas.  Sin  embargo,  la 
precision  de  estos  valores  estaria  en  funcion  de  muchos  factores,  por  lo  que  existen  otros  procedimien- 
tos  para  obtener  estas  tablas  con  mayor  precision. 
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Angulo 

sen 

cos 

tan 

Angulo 

sen 

cos 

tan 

0° 

0.0000 

1.0000 

0.0000 

45° 

0.7071 

0.7071 

1.0000 

1° 

0.0175 

0.9998 

0.0175 

46° 

0.7193 

0.6947 

1.0355 

2° 

0.0349 

0.9994 

0.0349 

47° 

0.7314 

0.6820 

1.0724 

3° 

0.0523 

0.9986 

0.0524 

48° 

0.7431 

0.6691 

1.1106 

4° 

0.0698 

0.9976 

0.0699 

49° 

0.7547 

0.6561 

1.1504 

5° 

0.0872 

0.9962 

0.0875 

50° 

0.7660 

0.6428 

1.1918 

6° 

0.1045 

0.9945 

0.1051 

51° 

0.7771 

0.6293 

1.2349 

7° 

0.1219 

0.9925 

0.1228 

52° 

0.7880 

0.6157 

1.2799 

8° 

0.1392 

0.9903 

0.1405 

53° 

0.7986 

0.6018 

1.3270 

9° 

0.1564 

0.9877 

0.1584 

54° 

0.8090 

0.5878 

1.3764 

10° 

0.1736 

0.9848 

0.1763 

55° 

0.8192 

0.5736 

1.4281 

11° 

0.1908 

0.9816 

0.1944 

56° 

0.8290 

0.5592 

1.4826 

12° 

0.2079 

0.9781 

0.2126 

57° 

0.8387 

0.5446 

1.5399 

13° 

0.2250 

0.9744 

0.2309 

58° 

0.8480 

0.5299 

1.6003 

14° 

0.2419 

0.9703 

0.2493 

59° 

0.8572 

0.5150 

1.6643 

15° 

0.2588 

0.9659 

0.2679 

60° 

0.8660 

0.5000 

1.7321 

16° 

0.2756 

0.9613 

0.2867 

61° 

0.8746 

0.4848 

1.8040 

17° 

0.2924 

0.9563 

0.3057 

62° 

0.8829 

0.4695 

1.8807 

18° 

0.3090 

0.9511 

0.3249 

63° 

0.8910 

0.4540 

1.9626 

19° 

0.3256 

0.9455 

0.3443 

64° 

0.8988 

0.4384 

2.0503 

20° 

0.3420 

0.9397 

0.3640 

65° 

0.9063 

0.4226 

2.1445 

21° 

0.3584 

0.9336 

0.3839 

66° 

0.9135 

0.4067 

2.2460 

22° 

0.3746 

0.9272 

0.4040 

67° 

0.9205 

0.3907 

2.3559 

23° 

0.3907 

0.9205 

0.4245 

68° 

0.9272 

0.3746 

2.4751 

24° 

0.4067 

0.9135 

0.4452 

69° 

0.9336 

0.3584 

2.6051 

25° 

0.4226 

0.9063 

0.4663 

70° 

0.9397 

0.3420 

2.7475 

Os 

0 

0.4384 

0.8988 

0.4877 

71° 

0.9455 

0.3256 

2.9042 

27° 

0.4540 

0.8910 

0.5095 

72° 

0.9511 

0.3090 

3.0777 

28° 

0.4695 

0.8829 

0.5317 

73° 

0.9563 

0.2924 

3.2709 

29° 

0.4848 

0.8746 

0.5543 

74° 

0.9613 

0.2756 

3.4874 

O 

0 

0.5000 

0.8660 

0.5774 

75° 

0.9659 

0.2588 

3.7321 

31° 

0.5150 

0.8572 

0.6009 

76° 

0.9703 

0.2419 

4.0108 

32° 

0.5299 

0.8480 

0.6249 

77° 

0.9794 

0.2250 

4.3315 

33° 

0.5446 

0.8387 

0.6494 

78° 

0.9781 

0.2079 

4.7046 

34° 

0.5592 

0.8290 

0.6745 

79° 

0.9816 

0.1908 

5.1446 

35° 

0.5736 

0.8192 

0.7002 

80° 

0.9848 

0.1736 

5.6713 

36° 

0.5878 

0.8090 

0.7265 

81° 

0.9877 

0.1564 

6.3138 

37° 

0.6018 

0.7986 

0.7536 

82° 

0.9903 

0.1392 

7.1154 

38° 

0.6157 

0.7880 

0.7813 

83° 

0.9925 

0.1219 

8.1443 

39° 

0.6293 

0.7771 

0.8098 

84° 

0.9945 

0.1045 

9.5144 

40° 

0.6428 

0.7660 

0.8391 

85° 

0.9962 

0.0872 

11.4301 

41° 

0.6561 

0.7547 

0.8693 

86° 

0.9976 

0.0698 

14.3007 

42° 

0.6691 

0.7431 

0.9004 

87° 

0.9986 

0.0523 

19.0811 

43° 

0.6820 

0.7314 

0.9325 

88° 

0.9994 

0.0349 

28.6363 

44° 

0.6947 

0.7193 

0.9657 

89° 

0.9998 

0.0175 

57.2900 

45° 

0.7071 

0.7071 

1.0000 

90° 

1.0000 

0.0000 

OO 
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Variacion  de  las  razones  trigonometricas:  valores  para  0°  y  90°. 


Observa  la  tabla  de  las  razones  trigonometricas  de  la  pagina  anterior.  Contesta  correctamente  las 
siguientes  preguntas: 

1.  Si  el  angulo  varia  de  0°  a  90°: 

-  ^Como  varia  la  razon  seno? _ 

-  ^Como  varia  la  razon  coseno? _ 

-  ^Como  varia  la  razon  tangente? _ 

2.  ^Cuanto  valen  las  razones  trigonometricas  para  0°  y  90°? 

Variacion  del  seno: 

Tu  respuesta  debe  ser  parecida  a  la  siguiente: 

sen  0°  <  sen  1°  <  sen  5°  <  sen  10°  <  sen  20°  <  sen  30°  <  sen  60°  <  sen  85°  <  sen  90° 

I  I  I  i  I  !  I  I  I 

0.000  <  0.0175  <  0.0872  <  0.1736  <  0.3420  <  0.5000  <  0.866  <  0.9962  <  1.000 


Si  el  angulo  varia  de  0°  a  90°,  el  seno  aumenta  de  0  hasta  1. 


Lee  con  atencion: 

Para  presentar  un  argumento  logico  de  esta  variacion, 
nos  apoyaremos  en  la  figura  de  la  derecha.  En  esta,  se 
observa  un  cuarto  de  drculo  parecido  al  que  anali- 
zamos  en  la  construccion  de  tablas  trigonometricas. 

Este  tipo  de  figura,  ofrece  la  ventaja  de  que  la  hipote- 
nusa  es  la  misma  para  todos  los  angulos. 

El  valor  de  10,  es  totalmente  arbitrario. 


89°  85.0° 


En  la  figura,  observamos  que,  en  los  triangulos  rectangulos  al  variar  el  angulo  de  0°  a  90°,  el  cateto  opues- 
to  al  angulo  va  aumentando,  mientras  que  la  hipotenusa  siempre  es  10: 


Por  lo  tanto,  al  aumentar  el  angulo,  mientras  la  hipotenusa  puede  mantenerse  constante,  el  cateto 
opuesto  aumenta,  por  lo  que  el  valor  del  seno  dado  por:  Cateto  opuesto  valor  que  aumenta 

aumenta  hasta  un  valor  maximo  de  1.0  Hipotenusa  valor  constante 
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Variacion  del  coseno: 

cos  0°  <  cos  1°  <  cos  5°  <  cos  10°  <cos  20°  <  cos  30°  <  cos  60°  <  cos  85°  <cos  90° 

J  1  J  1  1  1  J  I  1 

1.000  <  0.9998  <  0.9962  <  0.9848  <  0.9397  <  0.8660  <  0.5000<  0.0872  <  0.000 


Si  el  angulo  varia  de  0°  a  90°,  el  coseno  disminuye  de  1  hasta  0. 


En  las  siguientes  figuras  puede  apreciarse  como  disminuye  el  cateto  adyacente  al  aumentar  el  angulo 
de  0°  a  90°. 


1° 


10 


Cateto 

adyacente 


Cateto 

adyacente 


Cateto 

adyacente 


Cateto 

adyacente 


Por  lo  tanto,  al  aumentar  el  angulo,  mientras  la  hipotenusa  puede  mantenerse  constante,  el  cateto  adya- 

.  j.  ,  i  i  j  i  j  j  Cateto  adyacente  valor  que  disminuye 

cente  disminuye,  por  lo  que  el  valor  del  coseno  dado  por: _ L _ =  - L - l — 

Hipotenusa  valor  constante 

disminuye  hasta  cero. 


Variacion  de  la  tangente: 

tan  0°  <  tan  1°  <  tan  5°  <  tan  10°  <tan  20°  <  tan  30°  <  tan  60°  <  tan  85°  <tan  89°  <tan  90° 

1  I  1  I  I  I  1  1  I  I 

0.000  <  0.0175  <  0.0875  <  0.1763  <  0.3640  <  0.5774  <  1.7321  <  11.4301  <  57.29  <  oo 


Si  el  angulo  varia  de  0°  a  90°,  la  tangente  aumenta  indefinidamente. 


Ahora,  analizemos  los  valores  para  0°  y  90° 


Si  «degradamos»  un  «triangulo  rectangulo 


»  conun  angulo  de  0°y  la  hipotenusa  igual  a  10,  se  veria  asi: 

Para  0°: 


, - 10 

l - 

0° 


El  cateto 

_ opuesto 

desaparece 


Valor  del  cateto  opuesto _ 

Valor  del  cateto  adyacente 
Valor  de  la  hipotenusa _ 


Entonces,  las  razones  trigonometricas  para  0°  son: 
sen  0°  =0.000  cos  0°  =  1.000 


tan  0°  =  0.000 


Por  otro  lado,  si  «degradamos»  un  «triangulo  rectangulo»  con  un  angulo  de  90°  y  la  hipotenusa  igual 
a  10,  se  veria  asi: 


El  cateto 
, — ^  adyacente 
- desaparece 


Para  90°: 

el  cateto  opuesto  vale  10. 
el  cateto  adyacente  vale  0. 
la  hipotenusa  vale  10. 


Entonces: 

sen  90°  =  10/10  =  1.0 

cos  90°  =  0/10  =  0.0 

tan  90°  =  10/0  =  valor  no  definido. 
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Analicemos  el  resultado  de  tan  90°.  La  division  por  cero  no  esta  permitida.  Lo  que  podemos  hacer,  es 

considerar  en  lugar  de  cero,  un  valor  muy  cercano  a  cero. 

Sea  0  ~  0.000001 

Entonces:  tan  90° *  *  tan  89.999°  ~ - — - =  10000000 

0.000001 

Por  tanto,  la  tangente  para  angulos  muy  cercanos  a  90°,  se  eleva  considerablemente.  Sin  embargo,  la 

tangente  de  exactamente  90°,  no  esta  definida. 


Actividad  4 


Haz  un  resumen  en  la  tabla  siguiente  de  los  valores  obtenidos  para  0°  y  90°. 


Angulo 

Seno 

Coseno 

Tangente 

0° 

90° 

El  valor  maximo  del  seno  es _ 

El  valor  maximo  delcoseno  es _ 

La  tangente  puede  tomar  cualquier  valor  ma¬ 
yor  que _ 


•  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  i 

y  problemas  i 

- H 

1.  En  cada  afirmacion  escribe  cierto  o  falso  segun  corresponda.  ] 

a)  Si  el  angulo  aumenta  de  0°  a  90°,  el  seno  del  angulo  aumenta. _ 

b)  Si  el  angulo  aumenta  de  0°  a  90°,  el  coseno  del  angulo  aumenta. _ 

c)  Si  el  angulo  aumenta  de  0°  a  90°,  la  tangente  del  angulo  aumenta. _ 

2.  ^Puede  ser  sen  x  =  2.0? _ Por  que? 

3.  ^Puede  ser  cos  x  =  2.0? _ ^Por  que? 

4.  ^Puede  ser  tan  x  =  2.0? _ ^Por  que? 

5.  Si  la  medida  de  un  angulo  va  cambiando  desde  0°  hasta  90°,  el  seno  de  ese  angulo  va  cambiando 

desde  0  hasta _ 

6.  Si  la  medida  de  un  angulo  va  cambiando  desde  0°  hasta  90°,  el  coseno  de  ese  angulo  va  cambiando 

desde _ hasta _ 

7.  Si  la  medida  de  un  angulo  va  cambiando  desde  0°  hasta  90°,  la  tangente  de  ese  angulo  va  cambiando 

desde _ hasta _ 

8.  ^Verdadero  o  falso? 

a)  Si  ZA  >  ZB,  entonces  sen  A  >  sen  B. 

b)  Si  ZA  >  ZB,  entonces  cos  A  >  cos  B. 

9.  ^Puede  ser  sen  A  >  2.0?  Explica. 

10.  ^Puede  ser  cos  A  >  2.0?  Explica. 

11.  ^Puede  ser  tan  A  >  2.0?  Explica. 


4.1  EJERCICIOS 
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A  J  Razones  trigonometricas 
*  de  triangulos  especiales 


Lee  atentamente: 


En  muchos  problemas  practicos,  es  util  conocer  los  triangulos  45°-45°-90°  y  30°-60°-90°. 


Un  triangulo  45°-45°-90°  esta  formado  por 
dos  lados  de  un  cuadrado  y  una  diagonal 


Un  triangulo  30° -60° -90°  esta  formado 
por  una  altura  de  un  triangulo  equilatero. 


Los  argumentos  para  estas  aseveraciones  se  analizan  a  continuacion. 


Triangulo  45°-45°-90° 

Por  la  propiedad  para  triangulos  isosceles,  podemos  asegurar 
que  en  todo  triangulo  rectangulo  isosceles  los  angulos  agudos 
son  iguales.  En  el  cuadrado  mostrado  arriba,  al  trazar  la  diago¬ 
nal,  se  formaron  dos  triangulos  rectangulos  isosceles. 

Los  lados  iguales  pueden  tener  cualquier  valor  x.  Aplicando  el 
teorema  de  Pitagoras  tenemos: 

hipotenusa  =  Vx2  +  x 2  =  ^2x2=  ^2x 

Puesto  que  las  razones  trigonometricas  no  dependen  del  valor 
de  los  lados,  haremos  x  =  1. 
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Estudia  ahora,  los  argumentos  relacionados  con  el  triangulo  30°-60°-90°  B 


Como  una  consecuencia  de  la  propiedad  de  los  triangulos 
isosceles,  y  de  la  suma  de  angulos  interiores  de  los  triangu¬ 
los,  sabemos  que  todos  los  angulos  interiores  de  un  trian¬ 
gulo  equilatero  miden  60°. 

Si  BD  es  una  altura,  ^cuanto  miden  los  ZABD  y  ZCBDt 
Puesto  que  A ABD  y  A CBD  son  rectangulos  con  un  angulo 
agudo  igual  a  60°,  entonces  ZABD  =  ZCBD  =  30°. 

Ahora  bien,  al  trazar  la  altura  se  formaron  dos  triangulos 
que  son  congruentes.  (Se  cumplen  tanto  el  criterio  LAL 
como  el  ALA).  Por  lo  tanto,  si  llamamos  x  a  la  longitud  de 
cada  lado,  se  cumple  que: 

AD  =  DC  =  -j- 


B 


Separando  uno  de  los  triangulos  formados  y  aplicando  el  teorema  de  Pitagoras  tenemos: 


Por  lo  tanto,  el  triangulo  30°-60°-90°  es: 


En  este  triangulo,  el  valor  para  x 
que  mas  conviene  usar  es  el  de  2. 
(Este  valor  evita  el  trabajar  con  un 
cateto  fraccionario). 


2 

Actividad  6 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 

- 1 


a)  Con  base  en  las  medidas  del  triangulo  30°-60°-90°,  completa  correctamente. 


sen  30°  = 

cot  30°  = 

sen  60°  = 

cot  60°  = 

cos  30°  = 

sec  30°  = 

cos  60°  = 

sec  60°  = 

tan  30°  = 

esc  30°  = 

tan  60°  = 

esc  60°  = 
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b)  Completa  la  tabla 


Angulo 

sen 

cos 

tan 

cot 

sec 

CSC 

30° 

45° 

o 

O 

Ejemplo 

Haciendo  uso  de  la  tabla  se  puede  calcular  el  valor  numerico  exacto  de  expresiones  como  las  siguientes: 


1. 

2. 


cot  45°  +  sen  30°  =  1  +  -j-  = 


tan  45°  sen  30°  -  cot  45°  cos  60°  = 


=  0 


sec  45°  cos  60°  cot  30° 
sen  30°  tan  60°  esc  45° 


(V2) 


EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 
y  problemas 


1.  Hallar  el  valor  numerico  exacto  de: 

a)  2  sen  30°cos  30°  cot  60° 

b)  sen  60°  cot  30°tan  45° 

c)  sen  30°  cos  45°  +  cos  60°  tan  30° 

d)  cot  60°  tan  30°  +  sec2 45° 

e)  tan2  60°  +  2  tan2  45° 

f)  2  cot  30°  +  sec  60° 

g)  3  tan  45°  -  4sen  30° 


h) 


tan  45°  +  cot45° 
esc  60° 


i) 


sen  60°  -  cos30° 
sec  60° 


j) 


cos  45°  sec  60° 


esc  45' 
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A  O  Determinacion  de  razones  trigonometricas 
*  y  angulos  mediante  calculadora 


Estudia  atentamente  el  procedimiento  a  seguir  para  determinar  los  valores  de  las  razones  trigonometri¬ 
cas  mediante  calculadora. 

Ejemplo 

1.  Calcular  sen  35°. 

Primeramente,  para  asegurarse  de  que  la  calculadora  reconocera  al  35  como  grado  sexagesimal,  de- 
bes  cersiorarte  que  en  la  pantalla  aparezca  DEG;  si  no  es  asi,  presiona  MODE  y  localiza  el  numero 
correspondiente  a  DEG. 


A  continuacion  oprime  Sill  ,  y  finalmente  el  valor  35°.  La  pantalla  debe  mostrar  0.5735764. 


OBSERVACION  1.  En  algunas  calculadoras,  primeramente  se  teclea  la  medida  del  angulo  y  a 
continuacion  la  razon  trigonometrica.  En  este  caso,  primero  deben  presionarse  3  y  5,  y  a  conti- 

.  Investiga  como  funciona  tu  calculadora. 


nuacion 


sin 


OBSERVACION  2.  Otra  manera  de  verificar  que  tu  calculadora  esta  en  DEG,  es  determinando  a 
modo  de  prueba,  el  valor  de  tan  45°  que  ya  sabemos  es  1.  Si  tu  calculadora  no  te  da  1,  no  esta  en 
modo  DEG. 

2.  Calcular  cos  27°  30' 45". 

Para  calcular  cos  27°  30 '  45 ' ',  se  convierten  previamente  los  segundos  a  minutos  y  los  minutos  a  gra- 
dos.  Algunas  calculadoras  cuentan  con  la  tecla  °  ' 


O  bien:  DMS  que  convierte  directamente  los  minutos  y  segundos  al  sistema  decimal. 


En  tal  caso,  el  calculo  se  simplifica  y  la  secuencia  se  reduce  a: 


COS 

27 

o''' 

30 

o''' 

45 

o''' 

— 

En  algunas  calculadoras  la  secuencia  de  pasos  es: 


27 

o''' 

30 

o''' 

45 

o''' 

cos 

— 

Actividad  7 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


Usando  la  calculadora  determina  el  valor  de  las  razones  trigonometricas  de  los  angulos  indicados. 
Aproxima  hasta  4  cifras  decimales.  jComo  determinarias  Cot,  sec  y  esc? 


Razon 


Angulo 


tangente  cotangente  secante  cosecante 


27° 


16°  29 ' 


89° 


46°  30 ' 


36°  17 ' 


25°  35 ' 10 ' 


seno 


coseno 
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Estudia  el  siguiente  ejemplo  que  muestra  como  determinar  el  valor  de  un  angulo  conocida  la  razon 
trigonometrica. 

Dado  el  valor  de  una  razon,  determinar  el  angulo. 


Ejemplo  1 

Si  tan  A  =  1.721,  encontrar  el  angulo  A  usando  calculadora. 


Solucion 


En  este  caso,  conocemos  el  valor  de  la  razon  trigonometrica,  pero  no  conocemos  el  angu¬ 
lo.  Es  un  problema  inverso  a  los  ya  estudiados. 


Si  tan  A  =  1.721,  entonces  pode- 
mos  dibujar  el  siguiente  triangu- 
lo 


Nos  interesa  el  valor  del  angulo  A. 

tan  A  =  1.721 

1 

Determinar  el  angulo  A,  cuya  tan- 
gente  vale  1.721 

Esto  se  ecribe:  A  =  tan  1  (1.721  ). 

V _ _ _ ^ 

v 

Esto,  representa  a  un  angulo  A,  cuya  tangente  es  1.721 

o 


Para  este  calculo,  debemos  activar  la  tecla  hift  ,  INV  o  2nda 


El  procedimiento  se  muestra  a  continuacion. 

Pasos  a  seguir  para  calcular  el  angulo  A: 

Primero.  Asegurarse  de  que  la  pantalla  muestre  DEG. 


Segundo.  Realizarlo  siguiente:  Shift  tail  1721 


Por  lo  tanto,  el  angulo  cuya  tangente  vale  1.721  es  59.8°. 


Actividad  8 

Usando  calculadora,  encuentra,  los  angulos  que  correspondan  a  las  siguientes  razones  trigonometri- 
cas.  (Rotula  un  triangulo  con  la  informacion) : 


1)  cos  A  =  0.3420 

A  =  cos1  (0.3420)  = 

^ - _ / 

Esto  representa  a  un _ 

cuyo _ es  0.3420 


2)  sen  B  =  0.5 

B  =  sen1  (0.5)  = 

■' - V - ' 

Esto  representa  a  un_ 
cuyo _ es  0.5 
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4.3 


EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 

y  problemas 


- - H 


1.  Encuentra  el  valor  de  cada  razon  hasta  la  diezmilesima  mas  cercana. 

a)  sen  14°  _  sen  42°  =  _  cos  34° 

cos  51°  _ 

sen  7°  _ 

cos  24° 


cos  37°  33 ' 45  "  = 
tan  20°  = 


cos  56.45° 
tan  76.8° 


sen  64°  45' 30"  = 


sen  24°  30’ 


2.  Halla  la  medida  de  cada  angulo  hasta  el  decimo  de  grado  mas  cercano. 

a)  tan  A  =  2.0035  b)  cos  B  =  0.7980  c)  sen  A  =  0.7245 

B  = 


A  = _ 

d)  cos  B  =  0.2493 
B= _ 

g)  cosA=  0.1466 
A  = 


e)  tan  C  =  9.4618 

C  = _ 

h)  tan  A  =  159.4618 

A  = 


A  = _ 

f)  sen  A  =  0.4567 
A  = _ 

i)  sen  A  =  0.9855 
A  = 


A  A  Relaciones  entre  las  razones  trigonometricas: 

*  angulos  complementarios  y  razones  reciprocas 

Lee  atentamente  y  completa  lo  que  se  pide: 

En  un  triangulo  rectangulo,  uno  de  los  tres  angulos  es  angulo  recto, 

^cuantos  grados  suman  los  angulos  A  y  B  juntos? _ 

Si  dos  angulos  suman  90°  se  les  llama _ . 


En  cualquier  triangulo  rectangulo  los  dos  angulos  agudos 
son  complementarios. 


Si  se  conoce  la  medida  de  un  angulo  agudo,  se  puede  encontrar  la  medida  de  su  complemento. 

B 


ZA  +  ZB  =  90° 

55°  +  ZB  =  90° 

ZB  =  90°  -  55° 


Para  simplificar  con  frecuencia 
escribiremos: 

A  +  B  =  90° 

55°  +  B  =  90° 

B  =  90°  -55° 


En  general,  si  ZA  y  ZB  son  complementarios,  se  cumple  que: 
ZA  =  90°  -  ZB,  o  bien,  ZB  =  90°  -  ZA 

(Tambien  escribiremos:  A  =  90°  -  B  o  B  =  90°  -  A). 
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Estableceremos  ahora,  una  relacion  entre  las  razones  trigonometricas  de  angulos  complementarios. 
Para  ello,  determinemos  las  razones  trigonometricas  tanto  del  ZA  como  del  ZB  con  base  en  el  siguiente 
triangulo: 


B 


sen  A  = 

a 

jf  sen  B  = 

cos  A  = 

a/ 

c 

\ 

cos  B  = 

tan  A  = 

a 

b 

tan  B  = 

cot  A  = 

± 

a 

< 

^ cotB  = 

sec  A  = 

c 

b  \ 

*  sec  B  = 

esc  A  = 

a 

^ cscB  = 

b_ 

c 

a_ 

c 

b_ 

a 

a_ 

b 

£ 

a 

£ 

b 


sen  A  =  cosB 
cos  A  =  senB 
tan  A  =  cotB 
cot  A  =  tan  B 
sec  A  =  cscB 
esc  A  =  secB 


El  valor  de  la  razon  trigo- 
nometrica  de  un  angulo,  es 
igual  a  la  co -razon  del  angulo 
complementario. 


Lee  con  atencion: 

Asi  como  el  seno,  tangente  y  secante  se  relacionan  con  sus  correspondientes  co-razones  del  angulo  com¬ 
plementario,  el  seno,  coseno  y  tangente,  estan  relacionadas  respectivamente  con  la  cosecante,  secante  y 
cotangente  del  mismo  angulo.  Para  entender  esto,  recuerda  que  un  numero  a  es  reciproco  o  inverso 
de  otro  numero  b  si  ab  =  1. 

Si  ab  -  1,  entonces  a  =  -7-  0  b  =  — 

b  a 

Las  primeras  tres  razones  trigonometricas  definidas,  tienen  todas  ellas  su  reciproco  o  inverso. 

Esto,  podra  apreciarse  en  el  siguiente  desarrollo: 


-►  sen  A  = 


-►  cos  A  = 


tan  A  =  — 


cot  A  =  — 


-►  sec  A  =  ~r 
b 


-►  esc  A  = 


c 

a 


a 

a 

S’ 

c 

c 

l  c  J 

J 

b 

c 

c 

__  c  _ 

__  b  _ 

a 

-N 

a 

”  b ' 

b 

®  t /I  C-C/t-  ZA 

_  b  _ 

__  a  _ 

ac 

ca 

be 

cb 


=  1 


=  1 


ab 

ba 
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Tenemos  pues,  las  siguientes  identidades 
trigonometricas  redprocas  o  inversas: 

sen  Arse  A  =  1 
cosAsec  A  =1 
tanA.cotA  =  1 


De  estas  expresiones  podemos  despejar  cualesquiera 
de  las  razones  involucradas.  por  ejemplo: 

1 


esc  A 
sec  A 
cot  A 


sen  A 

1 

cos  A 

1 

tan  A 


Estudia  las  siguientes  aplicaciones  de  las  relaciones  redprocas: 
Ejemplo  1:  Determinar  el  valor  de:  cot  30°. 

Soludon:  Puesto  que  ( tan  30°)(cof  30°)  =  1,  entonces,  cot  30°  = 

3 

Ejemplo  2  Si  senA=  —  ,  ^cual  es  el  valor  de  esc  A? 

Soludon  Puesto  que  (sen  A) (esc A)  =  1,  entonces,  cscA  = 


1 


1 


tan  30° 


sen  A 


Ejemplo  3:  Si  cotB  =  5,  ^cual  es  el  valor  de  tan  B? 

Soludon:  Puesto  que  (tan  B)  (cot  B)  =  1,  entonces  tanB  = 


cotB 


J_ 

3_ 

7 

J_ 

5 


0.5774 


=  1.732 


1_ 

3 


4.4 


EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 

y  problemas 


1.  Completa  la  tabla  que  empezaste  en  la  seccion  5.3. 


Razon 
Angulo  ^ ^ 

seno 

coseno 

tangente 

cotangente 

secante 

cosecante 

IT 

16°  29 ' 

89° 

46°  30' 

36°  17' 

25°  35 ' 10  " 

2.  Escribe  verdadero  o  falso  segun  corresponda.  En  caso  de  ser  falso,  escribir  la  expresion  correcta. 
Usa  el  triangulo  de  la  derecha  o  las  relaciones  ya  establecidas. 


a)  tan  A  = 

b)  sen  A  = 

c)  cos  A  = 


1 


cot  A 
1 

sec  A 

1 

sen  A 


d)  cos  A  =  cos  (  90°-  A) 

e)  cos  B  =  sen  (90° -  A) 


MATE  M  ATI  CAS  III  •  GEOMETRIA  Y  TRIGOIMOMETRIAl  IW.'i 


Resolucion  de  triangulos  rectangulos 


Lee  con  atencion: 

En  la  solucion  de  triangulos,  es  conve- 
niente  nombrar  los  angulos  con  letras 
mayusculas  y  los  lados  opuestos  a  dichos 
angulos  con  la  respectiva  letra  minuscula. 


B 


Estudia  atentamente  los  siguientes  ejemplos: 


Ejemplo  1 
Solucion 


Si  /-A  =  65°  y  c  =  15,  encontrar  a. 
Bosquejar  la  figura:  ^ 


Plantear  las  primeras  tres  razones  trigonometricas 
y  elegir  aquella  que  contenga  a  los  datosy  a  la  incog¬ 
nita: 

cos  65°  =  -77-  tan  65°  =  -7- 
15  b 


La  igualdad  que  contiene  la  incognita  y  los 

datos  necesarios,  es  la  primera - ►  sen  65°  = 

▼ 

Usar  la  calculadora  o  una  tabla  para  hallar  el  sen  65°:  0.9063  =  — - 


Recuerda  que  si 


b  d 


,  entonces  ad  =  be 


0.9063 

1 


a 

15 


(0.9063)(15)  =  a(l) 
13.5945  =  a 


Redondeando  al  decimo  mas  proximo,  a  =  13.6 


Ejemplo  2.  Si  ZB  =  51°  y  a  =  10,  encuentra  c. 


^Cual  de  las  tres  razones  trigonometricas  es  la 
adecuada?  Encierrala  en  un  circulo. 

b  10  b 

sen  51°  =  —  cos  51°  =  —  tan  51°  =  — 
c  c  10 


Dividiendo  cada  lado  por  0.6293: 


c  = 


10 

0.6293 


15.9 


Asi,  c  es  15.9  al  decimo  mas  cercano. 


iWM  Itrigonometria:  aplicaciones  de  triaimgulos  RECTAIMGULOS  •  UNIDAD  IV 


Ejemplo  3. 
Solucion 


Si  /-A  -  21°  y  a  =  18,  encuentra  b. 

Bosquejar  la  figura:  B  <Cual  de  las  tres  razones  trigonometricas  es  la 


0.5095  6=  18  Asi,  b  es  35.3  al  decimo  mas  cercano. 


Ejemplo  4.  Si  a  =  16  y  b  =  10,  encuentra  AA. 


Solucion 


Bosquejar  la  figura: 


^Cual  de  las  tres  razones  trigonometricas  es  la  ade- 
cuada?  Encierrala  en  un  circulo. 


sen  A  =  —  cos  A  =  —  tan  A  =  — 
c  c  10 


b=  10 


Elesimos  la  tercera:  tanA=  -777-  =  1.6 

s  1  10 


Buscamos  un  angulo 
cuya  tangente  es  1.6 

Recuerda  que  matematicamente  esto  se  escribe:  A  =  tan  _1  ( 1.6) 


La  tecla  tan1  se  activa  con  la  tecla  Shift 


Shift 

tan 

1.6 

— 

-►  La  respuesta  es  A  =  58°. 


Ejemplo  5. 
Solucion 


Si  a  =  12  y  c  =  18,  encuentra  AB. 
Bosquejar  la  figura: 


^Cual  de  las  tres  razones  trigonometricas  es  la 
adecuada? 

Encierrala  en  un  circulo. 

sen  B  =  —  cos  B  =  —  tan  B  =  — 

18  18  12 
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Elegimos  la  segunda:  cosB  =  ——  =  0.6667 

18 

i 

Buscamos  un  angulo 
cuya  coseno  es  0.6667 

Recuerda  que  matematicamente  esto  se  escribe:  B  =  cos  1  (0.6667) 

>•  La  respuesta  es  B  =  48°,  al  grado  mas  cercano. 


Shift 

COS 

0.6667 

— 

4.5  EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios 
y  problemas 


1 .  Encontrar  la  medida  indicada. 


2.  Resolver  un  triangulo,  consiste  en  determinar  todas  las  medidas  faltantes  (lados  o  angulos).  Re¬ 
solver  los  siguientes  triangulos. 


C 


C 


19 
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Aplicaciones  de  la  trigonometria 


Estudia  con  atencion  los  siguientes  ejemplos 

Ejemplo  1 

Unos  biologos  estan  interesados  en  medir  la  altura  del  arbol, 
para  ello  miden  el  angulo  y  la  distancia  mostradas.  ^Cual  es  la 
altura  del  arbol? 


Solucion 


Sea  x  la  altura  del  arbol  en  metros.  ^Cual  de  las  tres  igualdades  conviene  usar? 


sen  42°  = 


cos  42°  = 


25 


tan  42°  =  — 
25 


hipotenusa  hipotenusa 

Elegimos  la  tercera  igualdad  puesto  que  nos  relaciona  la  incognita  con  los  datos. 


tan  42°  = 


25 


(0.9004)(25)  =  x 
22.5  =  x 


0.9004  =  — 
25 


Asi,  el  arbol  tiene  22.5  m  de  altura  al  decimo  mas  proximo. 


Ejemplo  2 

Un  agrimensor  es  una  persona  que  se  dedica  a  la  medicion  de  tierras.  Supongamos  que  un  agrimensor 
quiere  determinar  cuanto  mide  el  ancho  de  un  lago.  Observa  la  figura.  El  no  puede  medir  MN  directa- 
mente,  pero  si  puede  medir  ML  y  el  angulo  M.  Con  las  medidas  indicadas,  encontrar  la  distancia  a  traves 
del  lago  de  N  a  M,  aproximada  al  dedmetro  mas  cercano. 


Solucion 


Sea  x  =MN ,  en  metros 

^Cual  de  las  tres  razones  trigonometricas  es  la  adecuada? 
Encierrala  en  un  circulo. 

sen  68°  =  cos  68°  =  tan  68°  = 

x  x  36 

Elegimos  la  segunda  igualdad  puesto  que  nos  relaciona  la 
incognita  con  los  datos. 


cos  68° 
0.3746 


36 

x 

36 

x 


0.3746  x  =  36 
36 

*  0.3746 

x  =  96.1 
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Asi,  la  distancia  a  traves  del  lago  es  96.1  m  al  decimetre  mas  cercano. 
Estudia  con  atencion  las  siguientes  definiciones.  Horizontal 


Un  angulo  de  elevacion  es  el  angulo  formado 
por  una  recta  horizontal  (real  o  imaginaria)  y  la 
linea  de  vision  mirando  hacia  arriba. 

Un  angulo  de  depresion  es  el  angulo  formado 
por  una  recta  horizontal  (real  o  imaginaria)  y  la 
linea  de  vision  mirando  hacia  abajo. 


Angulo  de 

depresion  /'Angulo  de 
elevacion 


Horizontal 


Ejemplo  3 

Una  torre  de  lineas  de  alta  tension  proyecta  160  m  de  sombra  cuando  el  angulo  de  elevacion  del  sol  mide 
20°.  iQue  altura  tiene  la  torre? 


Solucion 


Sea  x  la  altura  de  la  torre  en  metros.  ^Cual  de  las  tres  igualdades  conviene  usar? 


sen  20°  = 


hipotenusa 


cos  20°  = 


160 


hipotenusa 


tan  20°  = 


160 


La  tangente  nos  relaciona  la  incognita 

con  los  datos:  tan  20°  =  — — 

160 

(0.3640)(l60)  =  x  la  torre  tiene  una  altura 
58.2  =  x  aproximada  de  58.2 


20° 


160  m 


Ejemplo  4 

Un  faro  tiene  55  m  de  altura.  El  angulo  de  depresion  desde  la  cima  del  faro  hasta  el  barco  en  el  mar  es  de 
72°.  iQue  tan  lejos  de  la  base  del  faro  esta  el  barco? 


Solucion 


Considerando  que  el  angulo  de  elevacion  es  igual  al  angulo  de  depresion,  y  llamando  x  a 
la  distancia  pedida,  el  triangulo  que  nos  interesa  resolver  es  el  mostrado  abajo: 


La  tangente  relaciona  la  incognita  con  los  datos. 

El  barco  se  encuentra  17.8  m  del  faro  aproximadamente. 
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INSTRUCCIONES:  Elabora  un  mapa  conceptual  de  la  unidad  para  evaluar  lo  indicado. 


MAPA 

CONCEPTUAL 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Mapa  conceptual  de  la  unidad. 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.2 


PROBLEMARIO!  •  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

i  •  Evidencia:  Reporte  escrito  de  problemas  resueltos  sobre  modelizacion  matematica 
CO  ■  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  7.3, 1  y  3 

L  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _ 

INSTRUCCIONES:  Resuelve  los  siguientes  problemas,  como  preparacion  para  evaluar  lo 
indicado.  En  cada  respuesta  se  debe  incluir  el  razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 


Problema  1.  Dos  estaciones  meteorologicas  estan  situadas  a  10 
km  una  de  otra.  Se  situa  un  globo  meteorologico  entre  ambas  esta¬ 
ciones.  Desde  la  estacion  1,  el  angulo  de  elevacion 
del  globo  es  35°  desde  la  estacion  2,  54°.  Determina 
la  altura  del  globo. 

Problema  2.  Cada  peldano  de  una  escalera  se 
eleva  15  cm  por  cada  pisada  de  un  ancho  de  24  cm. 

^Que  angulo  mantiene  la  escalera  con  relacion  al  piso? 


24  15 

- ^ 

24  15 

15 

^ 

Problema  3.  Ariana,  es  una  arquitecta,  disena  casas  de 
manera  que  las  ventanas  reciban  un  minimo  de  sol  en  el 
verano  y  un  maximo  en  el  invierno.  En  cierta  ciudad,  el 
angulo  de  elevacion  del  sol  al  medio  dia,  en  el  dia  mas  largo, 
es  66°  y  en  el  dia  mas  corto,  19°.  Supongamos  que  se  disena 
una  casa  con  una  ventana  de  1.80  metros  de  alto  hacia  el  sur. 
La  parte  superior  de  la  ventana  se  instalara  30  cm  por  debajo 
del  alero. 


a)  iQue  anchura  debe  dar  Ariana  al  alero  para  que  la  ventana 
no  reciba  luz  directa  del  sol  en  el  dia  mas  largo? 

b)  De  acuerdo  con  el  resultado  anterior,  ^que  parte  de  la  ven¬ 
tana  recibira  luz  directa  del  Sol  al  medio  dia  del  dia  mas 
corto? 


Problema  4.  Una  nave  espacial  gira  en  torno  a  la  Tierra  a  una 
altitud  de  608  km.  Cuando  un  astronauta  ve  el  horizonte  de  la  Tie¬ 
rra,  el  angulo  0  mostrado  en  la  figura  es  de  65.8°.  Use  esta  informa¬ 
tion  para  estimar  el  radio  de  la  Tierra. 


Problema  5.  Una  antena  de  banda  civil  esta  colocada 
encima  de  un  almacen  que  mide  4.8  metros  de  altura. 
Desde  un  punto  al  nivel  del  suelo  que  esta  a  30 
metros  de  un  punto  directamente  debajo  de 
la  antena,  la  antena  subtiende  un  angu-  -'T2°„- 

lo  de  12°,  como  se  muestra  en  la  figu- 
ra.  Calcula  la  longitud  de  la  antena 


V 


30  m- 
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Problema  6.  Se  desea  encontrar  la  altura  (DC)  de  una  torre, 
pero  no  es  posible  medir  directamente  las  distancias.  Si  ZA  = 
20°,  ZDBC  =  45°  y  AB  =  200  m,  calculese  DC. 


A  200  m  B 


EXAMEN  4  (PROBLEMARIO) 


•  Aspecto  a  evaluar  Producto  integrador  de  la  unidad 
INSTRUCCIONES:  Resuelvelos  siguientes  1  •  Evidencia:  Examen  (problemario) 
problemas,  como  preparacion  para  evaluar  lo  *  Competencia  o  atributo  a  evaluar.  2  y  6 
indicado.  En  cada  respuesta  se  debe  incluir  el  razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 

Problema  1.  Desde  un  observatorio  situado  a  35  m  sobre  el  nivel  del  mar  se  localiza  una  embar¬ 
cacion  con  un  angulo  de  depresion  de  6°  15 Determina  cual  es  la  distancia  de  la  embarcacion  a  la 
base  del  observatorio. 

Problema  2.  Determina  el  angulo  de  elevacion  del  sol,  si  un  poste  de  7  m  de  altura  proyecta  una 
sombra  de  2.5  m. 

Problema  3.  A  57  m  del  pie  de  una  antena  de  radio,  el  angulo  de  elevacion  en  su  extremo  supe¬ 
rior  es  de  29°  37 '.  ^Cual  es  la  altura  de  la  antena  si  el  aparato  co  que  se  mide  el  angulo  es  de  1.45  m? 

Problema  4.  Desde  un  observatorio  situado  a  35  m  sobre  el  nivel  del  mar  se  localiza  una  embar¬ 
cacion  con  un  angulo  de  depresion  de  6°  15 '.  Determina  cual  es  la  distancia  de  la  embarcacion  a  la 
base  del  observatorio. 

Problema  5.  Un  arbol  proyecta  una  sombra  de  6  m  cuando  el  angulo  de  elevacion  del  sol  mide 
58°.  iQue  tan  alto  es  el  arbol? 

Problema  6.  El  angulo  de  elevacion  de  un  barco  a  la  punta  de  un  faro  de  50  m  de  alto  situado  en 
la  costa  es  13°.  iQue  tan  lejos  de  la  costa  se  encuentra  el  barco? 

Problema  6.  ABCD  es  un  cuadrado 
unitario,  ABE  es  un  triangulo  equilatero, 
y  F  es  el  punto  de  interseccion  de  AC  y  BE. 

Encontrar  la  medida  de  EC. 


D 

Problema  7.  Encuentrense  las  medidas  de  los  angulos 
siguientes  para  la  piramide  que  se  muestra  a  la  derecha  y 
que  tiene  la  base  rectangular  ABCD. 

a)  ZADB  d)  ZBEC 

b)  ZBEF  e)  ZABE 

c)  ZCBE  f)  ZAEB 


unidad 


Funciones  trigonometricas: 
aplicaciones  de  triangulos 
oblicuangulos 

M 


Proposito  de  unidad 

Analiza  las  funciones  trigonometricas  y  las  aplica  en  la  resolution  de  problemas  de  su 
entorno. 


Indicadores  de  desempeno 

•  Define  las  funciones  trigonometricas  en  el  piano  coordenado  cartesiano. 

•  Identifica  el  signo  de  las  funciones  trigonometricas  en  los  diferentes  cuadrantes. 

•  Reconoce  y  define  angulo  de  referencia. 

•  Determina  el  angulo  coterminal  que  corresponde  a  un  angulo  igual  o  mayor  a  una  revolution,  o  negativo. 

•  Realiza  conversiones  angulares  del  sistema  sexagesimal  al  circular  yviceversa. 

•  Dado  el  valor  de  una  razon  trigonometrica,  determina  el  cuadrante  en  el  que  puede  estar  el  lado  final  del  angulo  corres- 
pondiente. 

•  Utiliza  los  valores  exactos  de  las  razones  trigonometricas  de  30°,  45°  y  60°,  para  determinar  los  valores  exactos  de  las 
funciones  trigonometricas  de  angulos  multiplos  de  dichos  angulos  especiales. 

•  Determina  el  valor  de  funciones  trigonometricas  de  angulos  cualesquiera  expresados  tanto  en  grados  como  en  radianes. 

•  Representa  graficamente  las  funciones  trigonometricas  seno,  coseno  y  tangente. 

•  Utiliza  las  tecnologias  de  la  informacion,  para  explorar  las  funciones  trigonometricas:  y  =  csen  9,y  =  sen  9  +  c,  y  =  ccos  9 , 
y  =  cos9  +  c,y  =  ctan9 ,  y  =  tan9  +  c,  y  =  sen(  9  +  c),  y  =  cos  (9  +  c)  yy  =  tan(9  +  c). 

•  Aplica  las  diferentes  identidades  trigonometricas  para  expresar  una  razon  en  funcion  de  otra. 

•  Aplica  las  identidades  de  suma  de  angulos  para  deducir  las  identidades  de  angulos  dobles,  angulos  mitad  y  diferencia 
de  angulos. 

•  Resuelve  ecuaciones  trigonometricas  sencillas  del  tipo  asen  x+b  =  c,  acos  x  +  b  =  c  y  atan  x+b  =  c 

•  Resuelve  triangulos  cualesquiera  aplicando  leyes  de  senos  y  cosenos. 

•  Aplica  la  ley  de  senos  y  cosenos  en  la  solucion  de  problemas. 

Competencias  disciplinares  a  desarroilar 

2.  Formula  y  resuelve  problemas  matematicos,  aplicando  diferentes  enfoques. 

4.  Argumenta  la  solucion  obtenida  de  un  problema,  con  metodos  numericos,  graficos,  analiticos  o  variacionales,  mediante 
el  lenguaje  verbal,  matematico  y  el  uso  de  las  tecnologias  de  la  informacion  y  el  conocimiento. 

6.  Cuantifica,  representa  y  contrasta  experimental  o  matematicamente  las  magnitudes  del  espacio  y  las  propiedades  fisicas 
de  los  objetos  que  lo  rodean. 

Competencias  genericas  a  evaluar 

5.1  Sigue  instrucciones  y  procedimientos  de  manera  reflexiva  en  la  busqueda  y  adqusicion  de  nuevos  conocimientos. 

8.1  Plantea  problemas  y  ofrece  alternativas  de  solucion  al  desarroilar  proyectos  en  equipos  de  trabajo,  y  define  un  curso  de 
accion  con  pasos  especificos. 
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Vi 


i  n 


La  actividad  1  consiste  en  que  analices  la  solucion  planteada  a  continuacion,  y  con  tus  conocimientos 
previos,  debes  contestar  lo  que  se  te  indica.  Una  vez  que  termines  el  estudio  de  la  unidad  vuelve  a  ana- 
lizar  esta  actividad. 


i  • 

i 

Actividad  1  !.- 

Comprueba  que:  ZAPO  =  138°,  ZPAO  =  26°  y  ZAOP  =  16°. 
Aplicando  la  ley  de  los  senos: 

sen  138°  _  sen  16° 

28  ~  o 


Comprueba  que:  o  = 


28  x  sen  26° 
sen  138° 


11.53  Km 


Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 
Evidencia:  Autoevaluacion 


La  velocidad  del  avion  respecto  a  la  Tierra  es:  v  =  — 


11.53  Km 
6/60  h 


11.53  Km 


Para  determinar  la  distancia  del  avion  a  la  estacion  de  radio  en  el  momento  de  la  observacion,  aplica- 
mos  la  ley  de  los  senos: 


sen  138°  _  sen  26° 
28  a 


Comprueba  que:  a  = 


28  x  sen  26° 
sen  138° 


18.3  Km 
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IWlFUNCIONES  TRIGONOMETRICAS:  APLICACIONES  DE  TRlANGULOS  OBLICUANGULOS  •  UNIDAD  V 


5.1 


Angulos  de 


rotacion 


Estudia  con  atencion  la  siguiente  informacion: 


Plano  coordenado  cartesiano 


En  matematicas  se  emplean  dos  rectas  perpendiculares  numeradas  para  elaborar  un  metodo  de  localiza- 
cion  de  puntos.  La  recta  horizontal  se  llama  eje  X  o  eje  de  las  abscisas;  la  recta  vertical  se  llama  eje  Y  o  eje 
de  las  ordenadas.  El  punto  de  interseccion  de  las  dos  rectas  se  llama  origen.  Un  par  de  numeros  llamados 
coordenadas  indican  la  ubicacion  de  cada  punto. 

El  punto  A  localizado  en  la  figura,  esta  «2  unidades  a  la 
derecha»  y  «1  arriba»  del  origen.  Se  dice  que  A  tiene  5 

coordenadas  (2,  l).  El  primer  numero  es  la  coordena-  4 

da  x  y  el  segundo  la  coordenada  y.  En  general  un  punto  3 

se  representa  con  las  coordenadas  (x,  y).  Se  empleara  2 

la  notacion  P(x,  y)  para  representar  al  punto  P  con  las  1 

coordenadas  ( x ,  y).  La  primera  coordenada  «x»  recibe  - 1 — | — | — | — |— 

el  nombre  de  abscisa  y  la  segunda  coordenada  «y»  se  "3  -2  -I4.. 

denomina  ordenada.  -2  -  - 


Tal  como  ha  sido  construido,  el  piano  cartesiano  se  di¬ 
vide  en  cuatro  cuadrantes  numerados  en  sentido  anti- 
horario.  Los  signos  de  cada  coordenada  para  cualquier 
punto  dependera  del  cuadrante  en  donde  se  encuentre. 


-A 

1 

4-b 


+ 

1  2  3  4  5 


I  I  >X 


-3--  Coordenadas  del  punto  A: 
-4-  -  2  a  la  derecha  y 
1  arriba:  A  (  2,  l) 


Y 

n 


Cuadrante  II  Cuadrante  I 

- ►X 

Cuadrante  III  Cuadrante  IV 


Si8 

no 

Cuadrante 

x  (abscisa) 

y  (ordenador) 

I 

+ 

+ 

II 

- 

+ 

III 

- 

- 

IV 

+ 

- 

•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


Actividad  2 

a)  Localiza  en  el  piano  coordenado  los  siguientes  puntos. 

A  (3, 5)  B  (4, 3)  C(-3,l)  D(-4,-4) 

£(3,-2)  £(0,-3)  G  (-3, 6)  H(4,-3) 

1(4,0)  /(4,0)  K(- 4,-2)  L(  3,-3). 

b)  Contesta  correctamente: 

^En  que  cuadrante  tanto  la  abscisa  como  la  ordenada  son  positivas?_ 
^En  que  cuadrante  tanto  la  abscisa  como  la  ordenada  son  negativas? 

^En  que  cuadrante  la  abscisa  es  negativa  y  la  ordenada  positiva? _ 

^En  que  cuadrante  la  abscisa  es  positiva  y  la  ordenada  negativa? _ 
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Estudia  con  atencion  la  siguiente  informacion  relativa  a  angulos  de  rotacion: 

Cuando  un  rayo  AB  gira  alrededor  de  su  origen  A,  hast  a  AC,  genera  el  angulo  de  rotacion  a. 

Si  el  rayo  se  mueve  en  direccion  contraria  a  las  manecillas  del  reloj ,  el  angulo  es  positivo,  si  se  mueve  en  el 
mismo  sentido  de  las  manecillas,  es  negativo. 


angulo  positivo 


Lado  inicial 


Angulo  en  posicion  normal  y  angulos  coterminales 


Un  angulo  esta  en  posicion  normal  si  su  vertice  es  el  origen  y  su  lado  inicial  esta  sobre  la  parte  positiva 
del  eje  X. 

Puesto  que  el  lado  inicial  de  un  angulo  en  posicion  normal  esta  sobre  el  eje  X  positivo,  entonces  el  lado 
final  estara  en  un  rayo  que  une  el  origen  con  un  punto  P  (x,  y). 


Angulo  en  posicion  normal  positivo. 


Angulo  en  posicion  normal  negativo. 


Un  angulo  entre  0°  y  90°,  en  posicion  normal  tiene  su  lado  fi¬ 
nal  en  el  primer  cuadrante.  Un  angulo  comprendido  entre  0° 
y  180°  tiene  su  lado  final  en  el  segundo  cuadrante.  Un  angulo 
comprendido  entre  0°  y  -90°  tiene  su  lado  final  en  el  cuarto  cua¬ 
drante  y  asi  sucesivamente. 


X 
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Una  revolucion  completa  tiene  una  medida  de  360°.  Cuando  la  medida  de  un  angulo  es  mayor  que 
360°,  el  lado  en  rotacion  ha  completado  al  menos  una  revolucion.  Por  ejemplo,  un  agulo  de  400°  com¬ 
pleta  una  revolucion,  quedando  finalmente  su  lado  terminal  coincidiendo  con  el  de  40°. 


Los  angulos  que  estan  en  posicion  normal  y  que  coinci- 
den  sus  lados  finales  se  llaman  angulos  coterminales. 
asi,  400°  y  40°  son  coterminales.  Tambien  45°  y  -315°; 
-25°  y  695°  son  angulos  coterminales. 


400°  equivale  a  360°  +  40 


O 


EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.1  y  6 


1.  Tomando  en  cuenta  el  siguiente  piano  coordenado  contesta  la  siguientes  preguntas. 


a)  iQue  puntos  se  localizan  sobre  el  eje  XI 

b)  iQue  puntos  aparecen  en  el  tercer  cuadrante? 

c)  ^Cuales  puntos  tienen  abscisa -3? 

d)  ^Cuales  puntos  tienen  abscisa  0? 

e)  ^Cuales  puntos  tienen  ordenada  0? 

f)  Cuales  puntos  tienen  ordenada -4? 


Y 

A 


D 

B 

K 

C 

A 

J 

G 

H 

I 

2.  Verifica  que  45°  y  -315°;  y  -25°  y  695°  son  angulos  coterminales. 

3.  ^En  que  cuadrante  se  encuentra  el  lado  final  de  cada  uno  de  los  siguientes  angulos  dibujados  en  posi¬ 
cion  normal?  Compruebalo  haciendo  el  dibujo.  Indica  tambien  en  cada  caso,  un  angulo  coterminal 
con  el  angulo  dado. 

a)  53° _  b)  253° _  c)  -126° _  d)  -373° _ 

e)  460° _  f)  405° _  g)  -32° _  h)  290° _ 

i)  500° _  j)  800° _  k)  365° _  1)  -6° _ 
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Observacion:  la  notacion  P(x,  y),  se  usa  para  repre- 
sentar  un  punto  generico  que  puede  estar  en  cuales- 
quiera  de  los  cuadrantes: 


ler.  cuadrante:  x  =  +,y  =  + 
2do.  cuadrante:  x  =  y  =  + 
3er.  cuadrante:  x  =  -,y  =  - 
4to.  cuadrante:  x  =  +,y  =  - 


5.2 


Radianes 


Lee  con  atencion: 


En  este  curso,  consideraremos  dos  formas  de  medir  un  angulo  de  rotacion: 

Medida  en  grados :  es  la  forma  que  hemos  manejado  hasta  el  momento.  Recuerda  que  la  circunferencia 
de  un  drculo  se  divide  en  360  partes;  por  lo  tanto,  un  angulo  de  una  vuelta  mide  360°. 

Un  angulo  de  J_  vuelta  mide  180°,  de  J_  de  vuelta  mide  90°,  y  asi  sucesivamente. 


Un  grado  es 


1  grado  es  = 


1 

360 


parte  de  la  circunferencia 


La  circunferencia  C  es  cubierta  por  un  angulo  con  vertice  en  el  centro  de  un  drculo y  con  una  medida  de  360°. 


Medida  en  radianes:  un  radian  es  un  angulo  que  intercepta  un  arco  de  igual  longitud  que  el  radio 
del  drculo. 


Para  relacionar  al  radian  con  el  grado,  debemos  recordar  que  la  longitud  de  la  circunferencia  es  igual 
a  2nr. 


Por  lo  tanto: 

C  =  ttD  =  Tt(2r)  =  27tr 


Surge  ahora  la  pregunta:  ^Cuantos  radios  caben  en  una  circunferencia? 
Anota  aqui  tu  estimacion _ . 


ISIillFUNCIONES  TRIGONOMETRICAS:  APLICACIONES  DE  TRlANGULOS  OBLICUANGULOS  •  UNIDAD  V 


Analiza  el  siguiente  desarrollo: 

^Cuantos  radianes  miden  (J.v  QLV  (J.v  (Xv  0CS  y  0C6?  Debemos  averiguar  cuantos  radios  caben  en  la  longitud 
del  arco  subtendido  por  cada  uno  de  estos  angulos. 


4r 


a, 


a2  = 


a3  = 


a4  = 


a. 


a7 


longitud  de  arco 

_  1  r_ 

radio 

r 

longitud  de  arco 

2  r 

radio 

r 

longitud  de  arco 

_  3  r  _ 

radio 

r 

longitud  de  arco 

4  r 

radio 

r 

longitud  de  arco 

_  Sr  _ 

radio 

r 

longitud  de  arco 

_  6r  _ 

radio 

r 

lmente,  ^Cuantos  radian 

longitud  de  arco 

2nr 

radio 

r 
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GEOMETRIA  Y  TRIGOIMOMETRIAl  ifctl 


Asi  pues,  la  medida  de  un  angulo  de  una  vuelta  completa 
de  la  circunferencia  es  igual  2 n  radianes. 

En  una  circunferencia  hay  2n  radianes.  Esto  es: 

2(3.1416)  =  6.2832  radianes. 


0.28  r 


Pero,  como  una  vuelta  completa  en  una  circunferencia  es  tambien  de  360°,  entonces  podemos  estable- 
cerlas  siguientes  igualdades: 


2n  radianes  =  360° 
2/ radianes  _  360° 

2/  2 7t 


1  radian  =  =  57.3° 

71 


360°  =  2n  radianes. 

360°  _  2n  radianes 
360  ~ 


2  n 


1°  = 


71 

180° 


radianes 


A 


Para  convertir  los  grados  sexagesimales  en  ra- 

Para  convertir  los  radianes  en  grados,  es  sub- 

dianes,  es  suficiente  multiplicar  por  7t 

ciente  multiplicar  por  180° 

180 

Tt 

Estudia  los  siguientes  ejemplos  de  conversion  de  un  angulo  expresado  en  grados  a  un  angulo  expresado 
en  radianes. 

Ejemplo  1 

Convertir  en  radianes: 

a)  90°, 

b)  180° y 

c)  270°. 
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Solucion 


a.  90°  =  90x1° 


b.  180°=  180x1° 


c.  270°  =  270x1° 


=  90 


radianes 


=  180 


radianes 


=  270 


radianesj 


9071 

180 


radianes 


180k 

180 


radianes 


270:1 

180 


radianes 


00k 

00x2 


radianes 


=  7i  radianes 


0x0x0x3x0k 

0x0x0x0x0 


radianes 


371 

2 


radianes 


Un  procedimiento  alternative  consiste  en  aplicar  una  proporcion:  por  ejemplo  para  convertir  90°  a  ra¬ 
dianes,  establecemos  la  proporcion:  «90°  es  a  x,  como  360°  es  a  2ti  radianes»: 


90° 

x 


Entonces: 

360°  x=  (90°)  (27t  radianes) 


360° 

2k  radianes 


(90°) (27r  radianes)  _  100°  k  radianes) 

360°  2(1^0°) 


—  radianes 
2 


1  •  Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 

Actividad  3  [•  Evidencia:  Autoevaluacion 


Plantea  proporciones  para  convertir  180°,  270°  y  360°  a  radianes. 


t 


Ejemplo  2 

Expresar  en  radianes  35°  30’. 


Solucion 


Primeramente  convertimos  los  minutos  a  fraccion  de  grado: 

35°  30 '  =  35°  +  30 '  =  35°  +  (30  -  60)° 

=  35°  +  0.5° 

=  35.5° 


Ahora,  convertimos  35.5°  a  radianes. 
35.5°  =  35.5  x  1° 

=  35.5  f  71  radianes  ] 

V 180 


35.5?t 

180 


radianes 


=  0.1972  7t  radianes 
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Estudia  los  siguientes  ejemplos  de  conversion  de  un  angulo  expresado  en  radianes  a  un  angulo  expre- 
sado  en  grados  (Aclaracion:  cuando  un  angulo  se  expresa  en  funcion  de  n,  por  lo  general  se  omite  la 
palabra  radian). 


Ejemplo  1 

Convertir  en  grados: 


b)  3  radianes 


Solucion 


a)  radianes  = 


it 

~S 


xl  radian 


180° 


180° 

5 


=  36° 


Otra  forma: 

Estableciendo  la  proporcion:  radianes  es  a  x,  como  271  radianes  es  a  360°" 


7t 


radianes 


2n  radianes 
360° 


(271  radianes)  (x  )  =  (360°)  (  radianes ) 


(271  radianes)  (x)  = 


360°  71  radianes 


(271  radianes)  (x)  =  (72°)  (71  radianes) 

72° ft  radianes 
X  2ft  raftanes 


=  36° 


b)  3  radianes  =  3x1  radian 
180° 


=  3 


71 


540° 

71 


=  171.89° 


Otra  forma: 

Estableciendo  la  proporcion:  "3  radianes  es  a  x,  como  27t  radianes  es  a  360°" 

3  radianes  2n  radianes 
x  =  36CT 

_  (3  radkfnes)  (360°)  _  540° 


271  radianes 


71 

=  171.89° 


El  diagrama  de  la  derecha,  muestra  una 
circunferencia  marcando  tanto  en  radianes  como 
en  grados  algunos  angulos  importantes.  Recuerda  que 
cuando  un  angulo  es  expresado  en  funcion  de  71,  se  entiende 
que  esta  en  radianes.Comprueba  las  equivalencia  mostradas. 


210°,  1^2 


240°,  ^ 


'300°,  -y- 


3  270°,  — 
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Lee  con  atencion.  Para  calcular  el  valor  de  las  razones  trigonometricas  de  un  angulo  expresado  en  ra¬ 
dianes,  elprocedimiento  es  identico  al  visto  para  angulos  expresados  en  grados  sexagesimals.  Lo  unico 
que  debemos  cuidar  es  que  la  calculadora  muestre  el  modo  RAD  en  vez  de  DEG. 

Por  ejemplo,  para  determinar  sen  PM,  primero  verificamos  que  la  calculadora  muestre  RAD  y  procede- 
mos  como  se  indica:  wj 


sen 

( 

71 

/ 

3 

) 

— 

0.8666 

•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar  5.1  y  6 


5.2  EJERCICIOS 

1.  Convierte  cada  angulo  en  radianes. 

a)  30°  b)  45° 

e)  300°  f)  25° 

i)  30°  j)  45° 

2.  Convierte  cada  angulo  en  radianes. 

a.  15°  30'  b.  85°  50' 

3.  Convierte  en  grados. 

a .)  JL  b)  3n 

6  5 

e)  2  radianes  f)  2.5  radianes 

4.  Dibuja  un  angulo  aproximado  a: 

a)  1  radian  b)  2  radianes 

e)  1.5  radianes  f)  2.25  radianes 


o 

O 

80 

'~u' 

d)  135° 

g)  36° 

h)  150° 

k)  138° 

1)  330° 

c.  55°  35' 

c)  n 

d)  71 

3 

4 

g)  1  radian 

h)  10  radianes. 

c)  5  radianes 

d)  6  radianes 

g)  3.5  radianes 

h)  4.5  radianes 

5.  Encuentra  el  valor  de  cada  razon  hasta  la  diez  milesima  mas  cercana.  No  olvides  verificar  que  la  cal¬ 
culadora  muestre  RAD. 


a) 

sen 


d)  sen  (3.5  radianes ) 


e) 

cos 


h)  cos  (3.5  radianes ) 


i) 


i) 


tan 


c) 

tan 


tan 


n 


d)  tan  (3.5  radianes ) 
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Definicion  general  de  las  funciones 
trigonometricas 


Lee  con  atencion: 

Las  razones  trigonometricas  son  funciones  que  describen  relaciones  entre  los  lados  de  los  triangulos 
rectangulos  y  sus  angulos  internos.  Las  razones  trigonometricas  se  manejan  como  sinonimos  de  las 
funciones  trigonometricas.  Sin  embargo,  existen  diferencias  sutiles  entre  ambos  conceptos. 

En  primer  lugar,  la  razdn  trigonometrica,  tal  como  ha  sido  definida,  esta  asociada  a  un  triangulo  rectangulo, 
y  por  consiguiente,  el  angulo  que  la  genera  esta  dentro  del  rango  0-90°,  cosa  que  no  ocurre  cuando  se 
maneja  el  concepto  d e  funcion.  Por  otra  parte,  una  razon  trigonometrica  especifica  puede  interpretarse 
como  un  caso  de  relacion  entre  los  lados  de  un  triangulo,  en  cambio,  la  funcion  trigonometrica  con- 
ceptualmente  hace  un  mayor  enfasis  en  la  relacion  de  dependencia  de  las  variables,  misma  que  puede  ser 
expresada  a  traves  de  alguna  igualdad  relacionada  con  las  razones  trigonometricas;  integrando  asi,  los 
dos  conceptos  basicos:  razon  trigonometrica  y  funcion  en  uno  solo. 

A  continuacion,  los  conceptos  seno,  coseno,  tangente,  cotangente,  secante  y  cosecante  se  vuelven  a  re- 
definir,  ahora  como  funciones  trigonometricas. 

Consideremos  el  angulo  a  con  el  punto  P  (x,  y)  en  lado  terminal  de  a: 


Puesto  que  el  valor  de  las  funciones  trigonometricas,  no  de- 
pende  de  la  longitud  del  rayo  OP,  nos  podemos  limitar  al 
triangulo  A  OAP 


En  el  triangulo  rectangulo  OAP  se  cumple  que: 
x2  +  y1  =  r2 


Las  funciones  trigonometricas  para  el  angulo  a  en  posicion  normal,  se  definen  de  la  siguiente  manera: 


sen  a  = 


cos  a  = 


tan  a  = 


Cateto  opuesto  a  CL 

AP 

COt  CL  = 

Cateto  adyacente  a  CL 

OA 

Hipotenusa 

OP 

Cateto  opuesto  a  CL 

AP 

Cateto  adyacente  a  CL 

OA 

sec  CL  = 

Hipotenusa 

OP 

Hipotenusa 

OP 

Cateto  adyacente  a  CL 

OA 

Cateto  opuesto  a  CL 

AP 

CSC  CL  = 

Hipotenusa 

OP 

Cateto  adyacente  a  CL 

OA 

Cateto  opuesto  a  CL 

AP 
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Pero,  OA  =  x,  la  abscisa  del  punto  P, 

AP  =  y,  la  ordenada  del  punto  P,  y 

OP  =  r,  la  distancia  de  P  al  origen.  r  =  V  x1  +  y1 


O 


Entonces,  las  nuevas  definiciones  para  las  funciones  trigonometricas  enfuncion  de  las  coordenadas 
de  un  punto  P  (x,y)  son: 


Ordenada  de  P 

y 

cot  a  = 

Abscisa  de  P 

X 

distancia  de  P  al  origen 

r 

Ordenada  de  P 

y 

Abscisa  de  P 

X 

sec  a  = 

Distancia  de  P  al  origen 

r 

distancia  de  P  al  origen 

r 

Abscisa  de  P 

X 

Ordenada  de  P 

V 

esc  a  = 

Distancia  de  P  al  origen 

r 

Abscisa  de  P 

X 

Ordenada  de  P 

y 

•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
i  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  « 

Actividad  4  •  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 

-  l - 1 

I 

En  cada  inciso,  P(x,  y)  es  un  punto  en  el  lado  final  del  angulo  (3.  Determina  los  valores  de  las  funcio-  | 
nes  trigonometricas  con  cuatro  decimas. 


a)  P(3,4) 


El  valor  de  r  es 


sen  (3  = 
cos  (3  = 
tan  (3  = 
cot  (3  = 
sec  (3  = 
esc  (3  = 


b)  P(-3,4) 


El  valor  de  r  es 


sen  (3  = 
cos  (3  = 
tan  (3  = 
cot  (3  = 
sec  (3  = 
esc  (3  = 


El  valor  de  r  es 


sen  (3  = 
cos  (3  = 
tan  (3  = 
cot  (3  = 
sec  (3  = 
esc  (3  = 


El  valor  de  r  es 


sen  (3  = 
cos  (3  = 
tan  (3  = 
cot  (3  = 
sec  (3  = 
esc  (3  = 
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Lee  con  atencion: 

Signo  de  los  valores  de  las  funciones  trigonometricas 

En  la  actividad  anterior,  pudiste  observar,  que  los  valores  de  las  funciones  trigonometricas  tienen  signo 
positivo  o  negativo,  el  cual  depende  del  cuadrante  en  donde  quede  el  lado  final  del  angulo  a.  (No  hay 
que  olvidar  que  en  estas  nuevas  definiciones,  el  lado  inicial  siempre  sera  el  semieje  X  positivo). 

Determinaremos  a  continuacion  el  signo  de  las  funciones  trigonometricas  para  un  angulo  en  posicion 
normal  en  cada  uno  de  los  cuadrantes  de  un  sistema  de  coordenadas  cartesianas. 


1 er 

cuadrante 

2do  cuadrante 

3er  cuadrante 

qto 

cuadrante 

Funcion 

i 

y  PCbTl) 

A, 

P (-x2,y2)  i 

k 

t 

~X3 

i 

1  x4 

V2  l'\^ 

~T3  \/r 

o ' 

0 

tfn 

P  (x4,-y4) 

0 

Xi 

-x2  1 

0  * 

P(-  x3,  -y: 

1 

Seno 

+ 

II 

£ " 

+E2 
r  + 

i 

II 

i 

II 

Coseno 

+ 

II 

i 

H 

CN  , 

~x3 

r 

+ 

II 

£  " 

Tangente 

+ 

II 

+V2 

-x2 

-v3 

~x3 

i 

ii 

’3- 

Cotangente 

+ 

II 

?  £ 

1 

II 

<N  ^ 

*  +' 

+ 

II 

*  T 

^  + 

-fc. 

11 

1 

Secante 

+ 

H 

-  * 

+ 

r 

-x2 

i 

II 

cn 

+ 

II 

+ 

Cosecante 

+ 

H 

"  £ 

+ 

II 

,  <N 

ii 

i 

-i 

II 

1 

Conclusion: 

Signos  de  las  funciones  trigonometricas  en  los  cuatro  cuadrantes: 


'''~~-^Cuadrante 

Funcion'"'-'-^^ 

I 

II 

III 

IV 

Senos 

+ 

+ 

- 

- 

Coseno 

+ 

- 

- 

+ 

Tangente 

+ 

- 

+ 

- 

Cotangente 

+ 

- 

+ 

- 

Secante 

+ 

- 

- 

+ 

Cosecante 

+ 

+ 

- 

- 

Las  funciones  reciprocas  seno  y  cosecante, 
coseno  y  secante,  tangente  y  cotangente,  tie¬ 
nen  el  mismo  signo. 

Con  esta  informacion,  solo  necesitamos 
tener  presente  que,  en  cada  cuadrante  las 
funciones  positivas  son  las  indicadas: 


i 

Seno  (+) 

Todas  (+) 

Tangente  (+) 

Coseno  (+) 
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•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.1  y  6 


1.  R(5,  8)  es  un  punto  del  lado  final  de  un  angulo  OCy  S(3,  6)  es  un  punto  del  lado  final  de  un  angulo  (3> 
^que  angulo  es  mayor? 

2.  Las  coordenadas  de  un  punto  P  del  lado  final  de  un  angulo  CL  son  (3,  7).  Detremina  las  funciones 
trigonometricas  y  la  medida  de  CL. 

3.  La  abscisa  de  un  punto  P  del  lado  final  de  un  angulo  (1  del  primer  cuadrante  es  2,  y  su  distancia  al 
origen  es  10.  Determina  las  funciones  trigonometricas  y  la  medida  de  (3. 

4.  La  ordenada  de  un  punto  P  del  lado  final  de  un  angulo  (3  del  primer  cuadrante  es  4,  y  su  distancia  al 
origen  es  9.  Determina  las  funciones  trigonometricas  y  la  medida  de  (3. 

5.  Un  punto  P  del  lado  final  de  un  angulo  8  se  encuentra  a  10  unidades  del  origen.  Si  8  =  45°,  halla  las 
coordenadas  de  P. 


5.3  EJERCICIOS 


6.  Un  punto  P  del  lado  final  de  un  angulo  de  56°  30’  tiene  abscisa  1,  halla  la  ordenada  de  P  y  su  distancia 
al  origen. 

7.  Si  sen  a  =  -  0.5,  <en  que  cuadrantes  puede  estar  el  lado  final  de  a?  Haz  un  dibujo. 

8.  Si  cos  OC  =  -  0.8,  ^en  que  cuadrantes  puede  estar  el  lado  final  de  a?  Haz  un  dibujo. 

9.  Si  tan  CL  =  -  4,  ^en  que  cuadrantes  puede  estar  el  lado  final  de  a?  Haz  un  dibujo. 

10.  Si  sen  CL  =  —  ^en  que  cuadrantes  puede  estar  el  lado  final  de  a?  Haz  un  dibujo. 

7 

11.  Si  tan  CL  =  —  ^en  que  cuadrantes  puede  estar  el  lado  final  de  a?  Haz  un  dibujo. 

3 

12.  Si  cos  CL  =  <en  que  cuadrantes  puede  estar  el  lado  final  de  a?  Haz  un  dibujo. 

13.  Las  estaciones  de  radio  a  veces  tienen  mas  de  una  torre  de  transmision,  porque  las  normas  federates 
no  suelen  permitir  que  una  estacion  emita  su  senal  en  todas  direcciones  con  igual  potencia.  Como 
las  ondas  de  radio  pueden  cubrir  grandes  distancias,  es  importante  controlar  sus  figuras  direcciona- 
les  para  que  las  estaciones  de  radio  no  se  interfieran  unas  a  otras.  Suponga  que  una  estacion  de  radio 
tiene  dos  torres  de  transmision  localizadas  a  lo  largo  de  la  linea  norte-sur,  como  se  ve  en  la  figura.  Si 
la  estacion  esta  transmitiendo  a  una  longitud  A  y  la  distancia  entre  las  dos  torres  de  radio  es  igual  a 
Vik,  entonces  la  intensidad  I  de  la  senal  en  la  direccion  0  esta  dada  por 

I  =  ViT0[l  +  cos  (rt  sen  0)] 

donde  I0  es  la  intensidad  maxima.  Calcula  I  en  terminos 

de  I0  para  cada  valor  de  0. 

a)  0  =  0  b)  0  =  rt/3  c)0  =  7t/7 
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Funciones  trigonometricas  de  angulos  mayores 
que  90°  y  negativos:  Reduccion  de  angulos 


Lee  con  atencion: 

El  angulo  de  referencia  o  angulo  reducido,  es  el  angulo  agudo  que  forma  el  lado  terminal  de  un  angu- 
lo  en  posicion  normal  con  el  eje  X  de  un  sistema  de  coordenadas. 


Ejemplos 

Encuentra  el  angulo  de  referencia  de  cada  angulo: 
a)  115° 


Solucion 


b)  225° 


c)  300 


Actividad  5 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


Encuentra  el  angulo  de  referencia  correspondiente  a  cada  uno  de  los  siguientes  angulos: 
a)  175°  b)  255°  c)  347° 
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A  continuacion,  estableceremos  como  se  combinan  los  angulos  de  referenda  y  los  signos  de  las  funcio- 
nes  trigonometricas  en  cada  cuadrante.  Esto,  nos  permitira  hacer  dos  calculos: 

1.  Calcular  valores  de  razones  trigonometrticas  (sin  necesidad  de  una  calculadora  cientifica)  para 
cualquier  angulo  mayor  que  90°,  y  angulos  negativos. 

2.  Resolver  ecuadones  trgonometricas. 

El  primer  caso  se  desarrollara  a  continuacion  y  el  segundo  en  la  proxima  seccion. 

Calculo  de  valores  de  funciones  trigonometricas  para  cualquier  angulo.  Se  trata  de  calcular  los 
valores  de  las  funciones  trigonometricas  de  cualquier  angulo  a  partir  de  su  angulo  de  referencia  (que  es 
un  angulo  agudo) . 

Angulos  con  lado  final  en  el  2do  cuadrante 

^Que  relacion  hay  entre  el  valor  de  una  fun- 
cion  trigonometrica  de  un  angulo  con  lado 
final  en  el  2do  cuadrante,  y  el  valor  de  la  fun- 
cion  trigonometrica  de  su  angulo  de  refe¬ 
rencia? 


30^ 

A150'  , 

Angulo  con  lado 
final  en  el  2do 
cuadrante:  150°. 
Angulo  de  refe¬ 
rencia:  30° 

\  * 

Signo  de  la 

funcion 

Resultados  con  la  calculadora 

2do  cuadr. 

+ 

sen  150°  =  0.5 

sen  30°  =  0.5 

- 

cos  150°  =  -  0.866 

cos  30°  =  0.866 

- 

tan  150°  =  -  0.577 

tan  30°  =  0.577 

Angulos  con  lado  final  en  el  3er  cuadrante 


/ 

2:°6 

k 

Angulo  con  lado 
final  en  el  3er 
cuadrante:  210° 
Angulo  de  refe¬ 
rencia:  30° 

30°^7 

Signo  de  la 

funcion 

Resultados  con  la  calculadora 

3er  cuadr. 

- 

sen  210°  =  -  0.5 

sen  30°  =  0.5 

- 

cos  210°  =  -  0.866 

cos  30°  =  0.866 

+ 

tan  210°  =  0.577 

tan  30°  =  0.577 

^Que  relacion  hay  entre  el  valor  de  una  fun- 
cion  trigonometrica  de  un  angulo  con  lado 
final  en  el  3er  cuadrante,  y  el  valor  de  la  fun- 
cion  trigonometrica  de  su  angulo  de  refe¬ 
rencia? 
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Angulos  con  lado  final  en  el  4to  cuadrante 


330°^ 

i Y 

Angulo  con  lado 
final  en  el  4to  cua¬ 
drante:  330° 

Angulo  de  referen¬ 
cia:  30° 

\  )30°  'X 

IV 

Signo  de  la 
funcion 

4to  cuadr. 

Resultados  con  la  calculadora 

+ 

sen  330°  =  -  0.5 

cos  330°  =  0.866 

tan  330°  =  -  0.577 

sen  30°  =  0.5 

cos  30°  =  0.866 

tan  30°  =  0.577 

<;Que  relacion  hay  entre  el  valor  de  una  fun- 
cion  trigonometrica  de  un  angulo  con  lado 
final  en  el  4to  cuadrante,  y  el  valor  de  la  fun- 
cion  trigonometrica  de  su  angulo  de  refe¬ 
renda? 


El  analisis  realizado  para  tres  angulos  particulares  (150°,  210°  y  330°)  lo  usaremos  de  argumento  para 
establecer  la  siguiente  regia: 


(Valor  de  lafuncion  del  angulo 
enposicion  normal) 


'  signo  de  lafuncion  ' 

en  el  cuadrante 
V 


'valor  de  lafuncion  del  angulo N 
de  referenda 

V  J  7 


Esta  regia  solo  es  de  utilidad  si  no  se  cuenta  con  una  calculadora  cientifica  y  necesitamos  determinar 
valores  de  funciones  trigonometricas  de  angulos  mayores  que  90°  con  la  simple  ayuda  de  una  tabla  para 
angulos  agudos,  o  bien,  cuando  necesitamos  valores  exactos  de  valores  de  angulos  especiales  mayores 
que  90°.  Esto,  se  ejemplificara  a  continuacion. 


Ejemplo  1 

A  traves  de  un  angulo  agudo,  y  con  ayuda  de  la  tabla  adjun- 
ta,  determina  el  seno,  coseno  y  la  tangente  de  165°. 


Solucion 


Procedimiento 

Primero  encontramos  el  angulo  de  referencia: 


Medida 

de 

angulos 

en 

grados 

sen  A 

cos  A 

tan  A 

5 

0.0872 

0.9962 

0.0875 

10 

0.1736 

0.9848 

0.1763 

15 

0.2588 

0.9659 

0.2679 

20 

0.3420 

0.9397 

0.3640 

25 

0.4226 

0.9063 

0.4663 

30 

0.5000 

0.866 

0.5774 

35 

0.5736 

0.8192 

0.7002 

40 

0.6428 

0.7660 

0.8391 
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A  continuacion  obtenemos  de  la  tabla,  los  sen  15°  =  0.2588 

valores  de  las  funciones  trigonometricas  del  - ►  cos  15°  =  0.9659 

dngulo  de  referenda:  tan  15°  =  0.2679 


Por  ultimo,  igualamos  los  valores  de  las 
funciones  trigonometricas  del  angulo  en 
cuestion  (165°)  con  los  valores  correspon- 
dientes  del  angulo  de  referenda  ( 15°),  pero 
con  el  signo  adecuado. 


■> 


sen  165°  =  +  sen  15°  =  +  0.2588 
cos  165°=  -cos  15°  =-0.9659 
tan  165°  =  -  tan  15°  =  -  0.2679 
(2do  cuadrante:  sen  =  +,  cos  =  tan  =  -) 


Ejemplo  2 

A  traves  de  un  angulo  agudo,  y  con  ayuda  de  la  tabla  anterior,  determina  el  seno,  coseno  y  la  tangente 
de  215°. 


Soludon 


=  35° 


Valores  de  las  funciones  trigonometricas 
del  dngulo  de  referenda: 


sen  35°  =  0.5736 
*.  cos  35°  =  0.8192 
tan  35°  =  0.7002 


Igualando  los  valores  de  las  funciones  tri¬ 
gonometricas  de  215°con  los  valores  corres- 
pondientes  del  angulo  de  referencia  (35°), 
pero  con  el  signo  adecuado. 


sen  215°  =  -sen  35°  =  -0.5736 
cos  215°  =  -  cos  35°  =  -  0.8192 
tan  215°  =  +  tan  35°  =  +  0.7002 
(3er.  cuadrante:  sen  =  -,  cos  =  -,  tan  =  +) 


Ejemplo  3 


A  traves  de  un  angulo  agudo,  y  con  ayuda  de  la  tabla  anterior,  determina  el  seno,  coseno  y  la  tangente 


de  320°. 
Soludon 


Procedimiento 

Primero  encontramos  el  angulo  de  re¬ 
ferencia. 


Valores  de  las  funciones  trigonometricas 
del  dngulo  de  referencia: 


sen  40°  =  0.6428 
cos  40°  =  0.7660 
tan  40°  =  0.8391 
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Igualando  los  valores  de  las  funciones  tri- 
gonometricas  de  320°con  los  valores  co- 
rrespondientes  del  angulo  de  referenda 
(40°),  pero  con  el  signo  adecuado. 


sen  320°  =  -  sen  40°  =  -  0.6428 
cos  320°  =  +  cos  40°  =  +  0.7660 
tan  320°=  -tan  40°  =  -0.8391 
(4to.  cuadrante:  sen  =  cos  =  +,  tan  =  -) 


Ejemplo  4 

A  traves  de  un  angulo  agudo,  encuentra  el  seno,  coseno  y  la  tangente  de  -  200°. 


Solucion 


Procedimiento 

Primero  encontramos  el  angulo  de  referenda: 


sen  20°  =  0.3420 
^  cos  20°  =  0.9397 
tan  20  =  0.3640 


Igualando  los  valores  de  las  fundones  trigo- 
nometricas  de  200°con  los  valores  corres- 
pondientes  del  angulo  de  referenda  (20°), 
pero  con  el  signo  adecuado. 

Angulos  con  lado  final  sobre  un  eje  coordenado 

Si  el  lado  final  del  angulo  se  encuentra  sobre  uno  de  los  ejes,  las  definiciones  de  las  funciones  siguen 
siendo  validas,  aunque  en  algunos  casos  estas  no  estaran  definidas  debido  a  que  el  denominador  sera 
cero. 


sen  (-200°)  =  +  20°  =  +  0.3420 

cos  (-200°)  =  -cos  20°  =  -0.9397 
tan  (-200°)  =  -  tan  20°  =  -  0.3640 
(2do.  cuadrante:  sen  =  +,  cos  =  -,  tan  =  -) 


Valores  de  las  funciones  trigonometricas 
del  angulo  de  referenda: 


Actividad  6 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


Imagina  que  un  punto  P  (x,  y),  recorre  la  circunferencia  conforme  el  angulo  a  cambia  su  medida. 
Observa  las  coordenadas  de  los  puntos  correspondientes  a  angulos  de  0°,  90°,  180°  y  270°  y  completa: 

7a 

P{x,y) 


Si  a  =  0° 


->■  x  =  _ 

y  =  — 


Si  a  =  180° 


x  = _ 

>'  =  _ 


Si  a  =  90° - ►  x  = 

>'  =  . 


Si  a  =  270°  - ►  x-- 

yz 


270° 
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Ah  ora,  a  partir  de  las  definiciones  de  las  funciones  trigonometricas,  determinaremos  los  valores  de  estas 
para  0°,  90°,  180°  y  270°: 


0° 

o 

o 

ON 

o 

O 

CO 

t-H 

27 ( 

)° 

Funcion 

J 

r 

i 

r 

‘  F(0,  r) 

p(-r'°y 

A 

yj 

r  Jx  =  r 
y  =  0 

V: 

V  s~- 

II  II 

o 

x  =  -r  \ 
y  =  0 

\T 

ii  ii 

r)  J* 

"nO,  -r) 

Seno 

y  0 

—  =  —  =  0 
r  r 

-t  V; 

II 

"4  I  ~t 

II 

I—- 

y  0 

t  =  y  =  ° 

y  -f 

T  =  T  =  -1 

Cosmo 

-i  |  a 

ii 

-5  |  -4 

II 

H-* 

-s  1  * 

II 

~i  O 

II 

o 

x  -r 

r  ~  r  ~ 

-t  |  a 

ii 

~4  O 

II 

o 

Tangente 

x  r 

Z  _  cL 

X  o 

=  indefinido 

y  0 

i  =  ^=° 

y_  _  z 

x  0 

=  indefinido 

Cotangente 

x  r 

y  ~  0 

=  indefinido 

x  0 

7  “  7“° 

x  -r 

y  ~  0 

=  indefinido 

x  0 

y  -r  _  ® 

Secante 

r  r 

x  ~  r  ~  1 

r  r 

x  ~  0 

=  indefinido 

r  r 

x  ~  -r  ~  ’ 

r  r 

x  _  0 

=  indefinido 

Cosecante 

r  r 

y  ~  0 

=  indefinido 

r  r 

y  ~  r  ~  * 

r  r 

y  ~  0 

=  indefinido 

r  r 

y  -r  _ 

Los  valores  correspondientes  a  360°  coinciden  con  los  de  0°. 


Actividad  7 

a)  Completa  la  tabla: 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 

- 1 


seno 

coseno 

tangente 

cotangente 

secante 

cosecante 

0° 

90° 

180° 

270° 

360° 

b)  Utiliza  tu  calculadora  para  encontrar  en  cada  caso  el  valor  del  angulo  x. 

1.  senx  =  0  2.  senx=l  3.senx  =  -l 

4.  cos  x  =  0  5.  cosx=l  6.  cosx  =  -l 

7.  tan  x  =  0 
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5 


EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.1  y  6 


1.  Utiliza  la  siguiente  tabla  de  valores  exactos  para  angulos  notables,  para  hallar  los  valores  de  la  fun- 
cion  trigonometrica  de  los  angulos  que  se  indican. 


Angulo 

seno 

coseno 

tangente 

cotangente 

secante 

cosecante 

30° 

1 

2 

VI 

2 

<1 

3 

V3 

2  V3~ 

3 

2 

45° 

VI 

2 

VI 

2 

1 

1 

VI 

VI 

60° 

VI 

2 

1 

2 

V3 

VI 

3 

2 

2  V3~ 

3 

Angulo 

seno 

coseno 

tangente 

cotangente 

secante 

cosecante 

o 

O 

i-H 

O 

O 

r-H 

(N 

330° 

135° 

225° 

120° 

240° 

300° 

315° 

-210° 

-135° 
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5.5 


Ecuaciones  trigonometricas  sencillas 


La  interpretacion  de  los  signos  de  las  funciones  trigonometricas,  es  la  clave  para  resolver  ecuaciones 
trigonometricas.  Por  tanto,  la  discusion  sobre  este  tema,  consistira  basicamente  en  ayudarte  en  esa  in¬ 
terpretacion. 

Funcion  seno:  positivo  en  el  le: 

Ejemplo  1 

^Cuanto  vale  OC  si  sen  a  =  +0.5736? 


r  y  2  do  cuadrante;  negativo  en  3ro  y  4to. 


seno 


Solucion 


Si  sen  (X  es  positivo,  el  angulo  (X  toma  dos  valores  entre  0°  y  360°:  uno  con  lado  final  en  el 
primer  cuadrante  y  el  otro  con  lado  final  en  el  segundo  cuadrante. 


Procedimiento 

Paso  1.  Localiza  los  lados  finales.  A  partir  del  signo  de  la  funcion  dada,  localiza  en  que 
cuadrantes  estan  los  lados  finales  de  los  angulos  solucion. 


Dato:  sen  CX  =  +0.5736 

El  seno  es  positivo  en  el  lery  2do  cuadrantes 


k 

i 

/y*?  \ 

. 

Paso  2.  Utiliza  la  calculadora.  Ya  sabes  que  la  calculadora  proporciona  un  valor  median- 
te  la  siguiente  instruccion: 


- ►  La  respuesta  es  OC  =  35°. 


Pero,  ahora  sabemos  que  esta  no  es  la  unica  solucion.  ^Como  encontrar  los  dos  angulos 
(entre  0°  y  360°)  cuyo  seno  es  0.5736?  Puedes  continuar  con  los  pasos  siguientes: 


Paso  3.  Asigna  correctamente  el  valor  obtenido  con  la  calculadora.  Dependiendo  de 
la  funcion,  hay  dos  opciones  para  el  valor  proporcionado  por  la  calculadora:  se  asigna  de  ma- 
nera  directa  a  uno  de  los  angulos  buscados,  y  al  angulo  de  referenda  del  otro,  o  bien,  sera  angulo 
de  referenda  para  ambas  soluciones  (para  decidir  esto,  deberas  observar  las  figuras  del  paso 
1  y  aplicar  tu  criterio). 

El  angulo  obtenido  de  35°,  debe  colocarse  en  ambas  graficas  del  paso  1. 

En  este  ejemplo,  observamos  que  35°,  coincide  con  (I,  y  es  angulo  de  referenda  para  0C2. 
Entonces: 


=  350  35°x 

a  ai  =  350 

2  a2  =  180°  -  35°  =  145° 

Paso  4.  Comprueba  que  si  sen  (X  =  +  0.5736,  entonces  0^  =  35°  y  a2  =  145°. 

sen  35°  = _ 

sen  145°  = 
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Ejemplo  2 

^Cuanto  vale  OC  si  sen  CL  =  -  0.5736? 


Solucion 


Si  sen  CL  es  negativo,  el  angulo  a  toma  dos  valores  entre  0°  y  360°:  uno  con  lado  final  en  el 
tercer  cuadrante  y  el  otro  con  lado  final  en  el  cuarto  cuadrante. 


Procedimiento 

Paso  1.  Localiza  los  lados  finales.  A  partir  del  signo  de  la  funcion  dada,  localiza  en  que 
cuadrantes  estan  los  lados  finales  de  los  angulos  solucion. 

Dato:  sen  CL  =  -0.5736 


Paso  2.  Utiliza  la  calculadora. 


(  Shift  ]  [  sin  ]  -0.5736 


■*-  La  respuesta  es  CL  =  -35°. 


Paso  3.  Asigna  correctamente  el  valor  obtenido  con  la  calculadora. 
(ignora  el  signo  negativo). 


En  este  caso,  se  proporciona  un  angulo  negativo, 
pero  para  el  procedimiento  que  estamos  siguien- 
do,  esto  es  irrelevante  por  lo  que  debemos  ignorar 
el  signo  menos.  Observamos  que  tanto  para  tt, 
como  para  CLV  35°  es  un  angulo  de  referencia. 


a 


35° 


Entonces: 

a,  =  180°  +  35°  =  215° 
a2  =  360°  -  35°  =  325° 


Paso  4.  Comprueba  que  si  sen  CL  =  -0.5736,  entonces  OCj  =  215°  yCL2  =  325°. 

sen  215°  = _ 

sen  325°  = 
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Funcion  coseno:  positivo  en  el  ler  y  4to  cuadrante;  negativo  en  el  2do  y  3ro. 


Ejemplo  3 

<Cuanto  vale  OC  si  cos  a  =  0.5? 


coseno 


Solucion 


Si  cos  a  es  positivo,  el  angulo  0C  toma  dos  valores  entre  0°  y  360°:  uno  con  lado  final  en  el 
primer  cuadrante  y  el  otro  con  lado  final  en  el  cuarto  cuadrante. 


Procedimiento 

Paso  1.  Localiza  los  lados  finales.  El  signo  nos  indica  que  uno  de  los  angulos  tiene  su 
lado  final  en  el  ler  cuadrante  y  el  otro  en  el  4to: 

Dato:  cos  0C  =  +  0.5 

\  El  coseno  es  positivo  en  el  ler  y  4to  cuadrantes 

1 1 

l 


Paso  2.  Utiliza  la  calculadora. 


La  respuesta  es  a  =  60°. 


Paso  3.  Asigna  correctamente  el  valor  obtenido  con  la  calculadora. 


En  este  ejemplo,  observamos  que  60°, 
coincide  con  OCj  y  es  angulo  de  referencia 
para  a2. 

Entonces: 

0^  =  60° 

a2  =360° -60°  =  300° 


A 


>- 


Paso  4.  Comprueba  que  si  cos  (X  =  +  0.5,  entonces  ax  =  60°  y  a2  =  300°. 

cos  60°  = _ 

cos  300°  = 


Ejemplo  4 

^Cuanto  vale  a  si  cos  (X  =  -  0.5? 


Solucion 


Si  cos  a  es  negativo,  el  angulo  (X  toma  dos  valores  entre  0°  y  360°:  uno  con  lado  final  en  el 
segundo  cuadrante  y  el  otro  con  lado  final  en  el  tercer  cuadrante. 


Procedimiento 

Paso  1.  Localiza  los  lados  finales.  El  signo  nos  indica  que  uno  de  los  angulos  tiene  su 
lado  final  en  el  2do  cuadrante  y  el  otro  en  el  3ro: 
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Dato:  cos  a  =  -  0.5 

\  El  coseno  es  negativo  en  el  2do  y  3er  cuadrantes 


a, 


a 


Paso  2.  Utiliza  la  calculadora. 

I  Shlft  If 


cos 


-0.5  =  - *■  La  respuesta  es  a  =  120°. 


Paso  3.  Asigna  correctamente  el  valor  obtenido  con  la  calculadora. 


En  este  ejemplo,  observamos  que  120° 
coincide  con  OCj  y  es  un  caso  especial 
de  angulo  de  referencia  para  a2. 

Entonces: 

a,  =  120° 

a2  =  180°  +60°  =  240° 

Paso  4.  Comprueba  que  si  cos  CL  =  -  0.5, 
entonces  OC,  =  120°  y  OC,  =  240°. 

cos  120°  =  _ _ 

cos  240°  = 


=  120° 


a 


60° 


120° 


Atencion:  el  angulo  obtenido  con  la 
calculadora,  tiene  que  colocarse  en 
ambas  graficas.  En  este  caso,  dicho 
angulo,  no  es  un  angulo  de  referencia 
directo  para  0C2. 


Funcion  tangente:  positivo  en  el  ler  y  3er  cuadrante;  negativo  en  el  2do  y  4to. 


Ejemplo  5 

^Cuanto  vale  a  si  tan  a  =  0.5? 


tangente 


Solucion 


Si  tan  a  es  positivo,  el  angulo  a  toma  dos  valores  entre  0°  y  360°:  uno  con  lado  final  en  el 
primer  cuadrante  y  el  otro  con  lado  final  en  el  tercer  cuadrante. 


Procedimiento 

Paso  1.  Localiza  los  lados  finales.  El  signo  nos  indica  que  uno  de  los  angulos  tiene  su 
lado  final  en  el  ler  cuadrante  y  el  otro  en  el  3er: 

Dato:  tan  CL  =  +  1 

l  La  tangente  espositiva  en  el  lery  3er  cuadrantes 


Paso  2.  Utiliza  la  calculadora. 

[  Shift  ]  tan  ]  1  ]  =  ] 


La  respuesta  es  a  =  45°. 
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Paso  3.  Asigna  correctamente  el  valor  obtenido  con  la  calculadora,  en  la  grafica  de  a, 
y  en  la  de  0C2. 

En  este  ejemplo,  observamos  que  45°, 
coincide  con  CX,  y  genera  un  angulo  de 
referencia  para  CLr 

Entonces: 
a,  =  45° 

a2  =  180°  +45°  =225° 

Paso  4.  Comprueba  que  si  tan  CL  =  l,  entonces  Otj  =  45°  y  0C2  =  225°. 

tan  45°  = _ 

tan  225°  = 


Ejemplo  6 

^Cuanto  vale  CL  si  tan  CL  =  -  1? 


Solucion 


Si  tan  CL  es  negativo,  el  angulo  CL  toma  dos  valores  entre  0°  y  360°:  uno  con  lado  final  en  el 
segundo  cuadrante  y  el  otro  con  lado  final  en  el  cuarto  cuadrante. 


Procedimiento 

Paso  1.  Localiza  los  lados  finales.  El  signo  nos  indica  que  uno  de  los  angulos  tiene  su 
lado  final  en  el  2do  cuadrante  y  el  otro  en  el  4to: 


Dato:  tan  CL  =  -1 


La  tangente  es  negativa  en  el  2do  y  4to  cuadrantes 


CL, 


OU 


Paso  2.  Utiliza  la  calculadora. 

[  Shift  |  [  tan  -1  )  =  - ►  La  respuesta  es  a  =  -45°. 


Paso  3.  Asigna  correctamente  el  valor  obtenido  con  la  calculadora  en  la  grafica  de  a, 
y  en  la  de  CL2.  (ignora  el  signo  negativo  de  45°). 


En  este  ejemplo,  observamos  que 
45°,  es  angulo  de  referencia  tanto 
para  OCj  como  para  CL2 

Entonces: 

(*!=  180°  -  45°  =  135° 
a2  =  360°  -  45°  315° 


A 
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Ejemplo  7 

Resolver  la  ecuacion  trigonometrica:  4  sen  x  —  2  =  0 


Solucion 


En  la  solucion  de  las  ecuaciones  trigonometricas  se  aplican  los  mismos  metodos  estudia- 
dos  en  algebra;  estos  metodos,  nos  permiten  transformar  la  ecuacion  dada,  en  una  de  las 
expresiones  que  ya  aprendiste  a  resolver  en  los  ejemplos  1  a  6  previos  inmediatos.  Estudia 
el  siguiente  procedimiento: 


Procedimiento 

Paso  1.  Aplicamos  el  algebra  para  simplificar  la  expresion  dada: 

4  sen  x-2  =  0 

4  senx  =  2 

2  1 
sen  x  =  —  =  — 

I  Zj 


Paso  2.  Ahora,  debemos  aplicar  nuestro  conocimiento  trigonometrico  para  encontrar  los 
valores  que  toma  el  angulo  x,  tal  que  sen  x  =  0.5. 


Dado:  sen  x  =  +  0.5. 

El  seno  es  positivo  en 
' 1  el  ler  y  2do  cuadrantes. 


Resultado  proporcionado  por  la  calculadora: 
sen  x  =  +  0.5. 
x  =  sen_1(0.5)  =  30° 

Interpretation  del  resultado  anterior: 

30°  corresponde  aq  y  es  angulo  de  referen- 


Comprueba  estas  soluciones  en  la  ecua¬ 
cion  original. 


5.5  EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidential  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.1  y  6 


Resuelve  las  siguientes  ecuaciones  trigonometricas  para  los  valores  no  negativos  de  la  incognita,  me- 
nores  que  360°. 


1. 

cos  a  =  0.6921 

6. 

tan  a  =  5.005 

10. 

3  tan  a  -  =  0 

2. 

sen  a  =  0.8965 

7. 

2  sen  a  - 1  =  0 

11. 

3  tan  a  +  V3  =  0 

3. 

cos  a  =  0.9648 

8. 

2  sen  a  -  V3  =  0 

12. 

2  sen  a  -  y/2  =  0 

4. 

tan  a  =  1.37 

9. 

2  cos  a  +  =  0 

13. 

2  cos  a  -  V2  =  0 

5.  sen  a  =  0.5140 
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r  (2  Graficas  de  las  funciones  trigonometricas 
*  seno ,  coseno  y  tangente 


Lee  con  atencion  el  desarrollo  que  te  permitira  graficar  la  funcion  seno. 

Graficar  la  funcion  seno,  significa  trazar  la  grafica  correspondiente  a  la  ecuacion  y  =  sen  x.  Recuerda  que 
en  ecuaciones  como  esta,  al  sustituir  valores  de  x,  se  calculan  valores  correspondientes  de  y.  Es  decir, 
existe  una  dependencia  entre  los  valores  de  y  y  los  de  x.  Es,  esencialmente  por  esta  dependencia,  que  se 
llama  funcion  seno.  Cada  pareja  de  valores  forman  un  par  ordenado  ( x ,  y).  Estas  parejas  ordenadas,  se 
colocan  en  un  piano  coordenado  cartesiano  donde  la  x  sera  la  abscisa  y,  y  la  ordenada;  posteriormente 
unimos  estos  puntos,  con  lo  cual  obtenemos  la  grafica  de  la  ecuacion,  en  este  caso  de  y  =  sen  x. 

La  notaciony  =  sen  x,  generalmente  indica  que  x  esta  expresada  en  radianes.  Por  ello,  primeramente  de- 
bes  recordar  que  todo  angulo  expresado  en  grados  puede  convertirse  en  radianes  y  viceversa.  Tambien, 
debes  recordar,  como  usar  la  calculadora  para  determinar  los  valores  de  las  funciones  trigonometricas. 
Completa  la  siguiente  tabla  haciendo  las  conversiones  requeridas  y  determina  los  valores  de  la  funcion 
trigonometrica  seno. 


Grados 

0° 

30° 

o 

O 

\o 

VO 

O 

o 

o 

O 

(N 

i-H 

O 

O 

CO 

1—* 

00 

O 

o 

210° 

240° 

270° 

300° 

330° 

360° 

Radianes 

(x) 

0 

K 

6 

? 

? 

271 

~6~ 

7 

7 

7 

471 

6 

7 

7 

7 

7 

y-  sen  x 

0 

0.5 

0.866 

? 

7 

7 

7 

-0.5 

7 

7 

-0.866 

7 

7 

Ahora,  localizamos  en  el  eje  horizontal  las  medidas  angulares  (preferentemente  las  expresadas  en  radia¬ 
nes)  y  en  el  vertical  su  valor  correspondiente  para  y.  Trata  de  comprender  cada  elemento  de  la  siguien¬ 
te  grafica  y  une  los  puntos  consecutivos  con  un  trazo  suave  y  continuo.  De  esta  manera,  obtendras  la 
grafica  del  seno  en  el  intervalo  de  0  a  2n  radianes. 
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Lee  con  atencion  el  significado  de  periodo: 

Una  caracteristica  relevante  de  las  funciones  trigonometricas,  es  que  sus  graficas  consisten  de  una  mis- 
ma  porcion  o  ciclo  que  se  repite  periodicamente. 

Se  llama  periodo  al  tramo  del  eje  x  en  donde  se  halla  un  ciclo  de  la  grafica.  El  periodo  del  seno  es  2tt,  por 
lo  que  decimos  que  la  funcion  seno  es  periodica  con  periodo  2x  Esto  significa  que  la  grafica  entre  0  y  2k 
ya  realizada,  se  repite  siguiendo  el  mismo  modelo  a  la  derecha  y  a  la  izquierda  de  dicho  trazo,  como  se 
observa  a  continuacion: 


Teniendo  en  cuenta  las  mismas  consideraciones  anteriores,  se  puede  trazar  la  grafica  de  la  funcion  co¬ 
seno.  Ahora  los  pares  ordenados  cumpliran  con  la  ecuacion  y  =  cos  x.  En  la  siguiente  tab  la,  determina 
los  valores  faltantes  de  la  funcion  trigonometrica  coseno. 


Grados 

0° 

30° 

o 

O 

\o 

VO 

o 

o 

120° 

150° 

o 

O 

00 

210° 

240° 

270° 

300° 

330° 

360° 

Radianes 

(x) 

0 

n 

6 

n 

3 

n 

2 

2n 

3 

5n 

6 

n 

7n 

6 

4k 

3 

3tt 

2 

5n 

3 

1  1 TC 

3 

2k 

y  =  sen  x 

0 

0.866 

? 

? 

? 

? 

? 

-0.866 

? 

? 

? 

? 

? 

Ahora,  trata  de  comprender  cada  elemento  de  la  siguiente  grafica  y  une  los  puntos  con  un  trazo  suave 
y  continuo.  De  esta  manera,  obtendras  la  grafica  del  coseno  en  el  intervalo  de  0  a  2tt  radianes. 
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Al  igual  que  para  el  seno,  el  periodo  del  coseno  es  2rr;  asi  pues,  la  grafica  entre  0  y  2jr  ya  realizada,  se 
repite  siguiendo  el  mismo  modelo  a  la  derecha  y  a  la  izquierda  de  dicho  trazo,  como  se  observa  a  conti- 
nuacion: 


A  continuacion,  trazaremos  la  grafica  de  la  funcion  tangente.  Los  pares  ordenados  cumpliran  con  la 
ecuacion  y  =  tan  x.  En  la  siguiente  tabla,  se  presentan  los  valores  de  la  funcion  trigonometrica  tangente. 
Compruebalos  usando  tu  calculadora. 


Grados 

0° 

30° 

o 

O 

VO 

vo 

o 

o 

120° 

o 

O 

LO 

o 

O 

00 

210° 

240° 

270° 

300° 

330° 

360° 

Radianes 

0) 

0 

n 

~6 

n 

y 

n 

~2 

2n 

5tc 

6 

n 

7n 

~6~ 

47T 

3 

3  TC 

2 

5tc 

3 

1  1 7X 

~6~ 

2k 

y  =  tan  x 

0 

0.58 

1.73 

no  def. 

-1.73 

-0.58 

0 

0.58 

1.73 

no  def. 

-1.73 

-0.58 

0 
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jComo  trazar  la  curva? 

Observa  que  a  diferencia  del  seno  y  coseno,  aqui  no  se  aprecia  de  manera  directa  un  patron  definido. 
^Podemos  unir  los  puntos  1  y  2?  Debemos  tener  muy  presente  que  la  funcion  tangente,  no  esta  defi- 
nida  para  y . 

Por  lo  tanto,  no  existe  n ingun  punto  arriba  de  y  por  lo  que,  no  pueden  conectarse  los  puntos  1  y  2. 
Lo  mismo  puede  decirse  para  y  y  sus  puntos  vecinos. 

Vamos  a revisar  que  sucede  con  valores cercanos ai  =  90°. 

Comprueba  los  siguientes  valores: 
tan  83°  =  8.1 
tan  84°  =  9.5 
tan  85°  =  11.4 
tan  88°  =  28.6 
tan  89°  =  57.3 
tan  89.9°  =  573 
tan  89.99°  =  5729.5 
tan  89.999°  =  57295 

^Que  valor  crees  que  tiene  tan  89.99999999? _ 

Observando  lo  anterior,  notamos  que  el  valor  de  y  =  tan  x  crece  sin  limite  cuando  los  valores  de  x  se 
acercan  cada  vez  mas  a  — •  es  decir,  crecen  indefinidamente. 

Para  valores  mayores  que  y  pero  muy  cercanos  a  el  (por  ejemplo  90.01°),  puede  comprobarse  que  se 
presenta  un  decrecimiento  tambien  sin  limite.  Este  comportamiento  tambien  se  presenta  para  —  y  en 
general  en  todo  punto  en  donde  la  tangente  no  este  definida. 

Uniendo  los  puntos  cuyas  coordenadas  se  dan  en  la  tabla,  y  que  ya  fueron  localizados  en  el  piano,  y  con- 
siderando  el  comportamiento  de  la  funcion  para  valores  cercanos  21  a  EE,  se  obtiene  la  siguiente  grafica 
paray  =  tan  x  en  el  intervalo  de  0  a  2%\ 


- 

*7 

1 

2.0- 

1 

1.5- 

1.0- 

_ 

1 

1 

1 

I 

0.5- 

/ 

/ 

1 

! 

1 

1 

1 

0  71 

|  ?!  371 

;  271  x 

-0.5- 

2 

1  2 

/ 

-1.0- 

I  # 

i  / 

-1.5- 

i  / 

-2.0- 

i 
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Recordemos  que  una  caracteristica  de  las  funciones  trigonometricas  es  que  sus  graficas  consisten  de 
una  misma  porcion  o  ciclo  que  se  repite  periodicamente.  Ya  vimos  que  en  el  caso  del  seno  y  del  coseno, 
el  tramo  que  se  repite  es  el  definido  de  0  a  2n,  por  lo  que  su  periodo  es  2rt.  Para  la  tangente  el  tramo  que 
se  repite  va  de  0  a  it. 

Entonces  el  periodo  de  la  tangente  es  n.  La  siguiente  grafica  muestra  este  hecho. 


2.  Da  clic  en  la  barra  y  escribe:  y  =  sen(x)  y  enter;  automaticamente  aparecera  la  grafica  de  la  funcion 

y  =  sen(x).  Debes  tener  en  cuenta  que  los  valores  que  aparecen  en  el  eje  horizontal  (valores  del  an- 
gulo  representado  por  x),  estan  en  radianes. 


3.  Ahora,  escribe  en  la  barra  «entrada»  las  funciones  y  =  2 sen(x),  y  =  3 sen(x)  y y  =  4 sen(x). 

^Que  observas?  iQue  puede  decirse  de  las  graficas  de  y  =  asen(x)?  Compara  estas  graficas  con  la 
grafica  dey  =  sen(x).  Escribe  tus  conclusiones. 

4.  A  continuacion,  escribe  en  la  barra  «entrada»  las  funciones  y  =  sen(x)  +l,y  =  sen(x)  +  2,y  =  sen  ( x ) 
+  3,y  =  sen(x)  -\,y  =  sen(x )  -  2  ey  =  sen(x)  -3.  iQue  observas?  iQue  puede  decirse  de  las  graficas  de 
y  =  sen(x )  +  a?  Compara  estas  graficas  con  la  grafica  dey  =  sen(x).  Escribe  tus  conclusiones. 

5.  Repite  los  pasos  2  a  4,  para  la  funcion  y  =  cos(x). 

6.  Repite  los  pasos  2  a  4,  para  la  funciony  =  tan(x). 


O  GeoGebf* 


A 

4 

i - i 

♦  9 

•• 

0. 

< 

Xjl A0C.. 

- 0 

* 

-O 

E  >  Villa  (italics 


Entrada:  y=sen(x) 


S3 

O 

V- 


0 
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Identidades  trigonometricas 
fundamentales 


Estudia  con  atencion  y  trata  de  comprender  el  significado  de  identidad. 

En  muchas  ocasiones,  cierto  problema  se  transforma  en  uno  mas  sencillo  si  hacemos  una  sustitucion 
adecuada  de  formulaciones  trigonometricas  equivalentes. 

Las  identidades  trigonometricas  son  igualdades  que  se  cumplen  para  todos  los  valores  posibles  del  ar- 
gumento  (en  nuestro  caso,  para  todos  los  valores  posibles  que  puede  tomar  el  angulo).  Entendemos  por 
valores  posibles  aquellos  para  los  cuales  si  estan  definidas  las  razones  trigonometricas. 

Ejemplo 

sec  x  =  1  es  una  identidad  trigonometrica  valida  para  todos  los  valores  de  x  exceptuando  algunos 

cosx 

valores,  por  ejemplo  x  no  puede  valer  90°,  porque  cos  90°  =  0,  y  la  division  por  cero  no  esta  permitida. 
Algunas  identidades  fundamentales,  se  analizan  a  continuacion: 

Ubica  la  leccion,  ya  estudiada,  en  la  que  se  desarrollaron  las  identidades  reciprocas. 


Relacion  entre  el  seno  y  la  cosecante 

- ► 

sen  A-cscA  =  1 

Reladon  entre  el  coseno  y  la  secante 

- ► 

cos  A-sec  A  =  1 

Relacion  entre  la  tangente  y  la  cotangente 

- »- 

tanA-cotA  =  1 

Estas  son  unas  de  las  identidades  fundamentales  denominadas  reciprocas. 

Realiza  la  siguiente  actividad  que  te  permitira  explorar  las  identidades  denominadas  Identidades 
por  cociente. 

|  •  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
i  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  < 

i  •  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 

L - 1 

sen  47°  con  tan  47°  | 

cos  47°  ! 

senl\°  con  tan  71° 
cos  71° 

sen  33°  con  tan  33° 
cos  33° 

sen  66°  con  tan  66° 
cos  66° 

e)  i  Que  puede  decirse  sob  re  senx  y  tan  xl _ 


Actividad  8 

a)  Comparese 

b)  Comparese 

c)  Comparese 

d)  Comparese 


COS  X 
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Usando  los  valores  exactos  del  triangulo  30° -60° -90°,  comparese  sen  30°  con  tan  30°. 


sen  30°  _  2  _  lx/  1 


V3 


sen  a 

^Sera  cierto  que  para  todo  angulo  agudo  CL  se  cumpla  que  tan  CL  =  —  —  ? 

Para  contestar  esta  pregunta,  recordemos  las  definiciones  de  las  funciones  trigonometricas: 


Dividamos  sen  CL  entre  cos  CL: 

y 


sen  CL  _  r  _  y  /  _  y 
cos  CL  x  x  y  x 


Ahora,  dividamos  cos  CL  entre  sen  CL: 
x 

cos  a  _  r  _  x/  _  x 
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Entonces,  las  identidades  por  cociente  son: 


tan  a 

sen 

a 

*0 

,  cos  a 

cos 

a 

cot  a 

cos 

a 

*0 

,  sen  a 

sen 

a 

Estas  igualdades  fueron  halladas  con  valores  generates,  por  lo  que  son  validas  para  cualesquier  valor  del 
angulo,  siempre  y  cuando  los  denominadores  sean  diferentes  de  0. 


Realiza  la  siguiente  actividad  que  te  permitira  explorar  las  identifdades  denominadas  Identida¬ 
des  pitagoricas. 


Actividad  9 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


Empleese  una  calculadora  para  determinar  lo  siguiente: 

a)  (sen  57°)2+ (cos  57°)2  = - 

c)  (sen  9°)2  +  (cos  9°)2  = - 

b)  (sen  43°)2  +  (cos  43°)2  = - 

d)  (sen  24°)2  + (cos  24°)2  = - 

e)  iQue  puede  decirse  sobre  (sen  x )2  +  ( cos  x )2  para  todo  valor  de  x? 

f)  Los  valores  que  obtuviste,  ^se  podran  aproximar  a  1  ? _ 


Usemos  nuevamente  los  valores  exactos  del  triangulo  30°-60°-90°: 

(sen  60°)2  +  (cos  60°)2  = 


'Vff  ( 02 

V2J  +l2J 


a/3 


(i)2 

-(2)2+  (2)  2 

3  1  _  , 
-  T  +  T  _  1 


Usando  valores  exactos,  esta  suma  de  cuadrados  da  1. 


Si  siguieramos  haciendo  ejemplos  como  los  anteriores,  nos  dariamos  cuenta  de  que  el  valor  que  obte- 
nemos  siempre  es  muy  cercano  a  1.  De  hecho  el  valor  exacto  es  1. 

De  ahora  en  adelante,  vamos  a  convenir,  para  simplificar  las  cosas,  en  que: 

Observacion:  (sen  a)2  =  sen2  a,  ( tan  a)2  =  tan 2  a,  (sec  a)2  =  sec2  a 
(cos  a)2  =  cos2  a,  (cot  a)2  =  cot2  a,  (esc  a)2  =  esc2  a 
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Es  importante  darse  cuenta,  de  que  no  es  lo  mismo  sen  CL2  que  sen2 OC;  en  el  primer  caso  estamos  elevan- 
do  el  angulo  OC  al  cuadrado  y  en  el  segundo  estamos  elevando  al  cuadrado  al  seno  del  angulo  OC. 

Ahora  vamos  a  demostrar  que:  sen2 0C+  cos2OC  =  1  para  cualquier  angulo  agudo  a.  Aplicaremos  las  defi- 
niciones  de  las  funciones  trigonometricas. 


Planteando  el  teorema  de  Pitagoras  tenemos  que: 

x2  +  r2  =  1  ( 1 ) 

Dividiendo  la  expresion  anterior  entre  r2  tenemos: 

x 2  +  y2  r2 

y2  ~  y2 

%2  -y2  y2 

Esto  equivale  a:  ~r  +  —  ~t 


y2  ^2  -y2 

Pero,  -=■  =  1,  entonces  ^  =  1 


Y  esto  es  lo  mismo  que: 


(  \ 


\r  ) 


+ 


\r  J 


2 

=  1 


(2) 


Pero,  sabemos  que:  sen  CL  =  y  cosOC=  — 

r  r 


Sustituyendo  estos  dos  resultados  en  la  expresion  (2)  obtenemos: 
(sen  a)2  +  ( cos  a)2  =  1 


O  bien: 


sen2  a  +  cos2  a  =  1 


Si  la  igualdad  pitagorica  ( 1 )  se  divide  entre  x2  obtenemos: 

x2  +  y2  r 2 


Simplificando:  1  + 


(y) 

2 

M 

w 

y  r 

Pero,  —  =  tan  OL  y  —  =  sec  OC 


Entonces, 
O  bien: 


1  +  (tan  a)2  =  (sec  a)2 


tan2  +  1  =  sec  2  CL 


(3) 
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•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaboratn'vo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 


Actividad  10 

1.  Divide  la  igualdad  (l)  entr ey2  y  sigue  un  desarrollo  parecido  al  mostrado. 


Debes  obtener  la  identidad  fundamental:  cot2  0C  +  1  =  esc2  (X 


2.  Completa:  las  identidades  pitagoricas  son: 


sen 2  a  +  cos2  a  = 
tan 2  a  +  1  = 

cot 2  a  +  1  = 


3. 


Escribe  verdadero  o  falso  segun  corresponda.  En  caso  de  ser  falso,  escribir  la  expresion  correcta. 
Estudia  el  ejemplo. 


Ejemplo 

^Es  correcta  la  expresion  tan  A  = 


tan  A 


Solucion  Es  falsa.  La  expresion  correcta  es:  tan  A  = 


cot  A 


a. 

b. 


tan  (X  = 


cos  a 
sen  (X 


sen2  (X  +  cos2  (X  =  1 


c.  (tan  A)2  -1  =  (secA)2 

d.  cot2  B  +  1  =  esc2  B 


e. 


sen  (3  = 


cos  (X 
sec  (3 


f.  sen2  A  +  1  =  cos 2  (X 

g.  sen2  a  =  1  -  cos 2  a 

h.  cos  A  =  — ~"t- 

secA 

i.  tan 2  A  =  1  -  cos2 A 

j.  sen  A  =  Vl  -  cos2  A 


Expresar  una  funcion  en  terminos  de  otra. 


Lee  con  atencion. 


Para  el  trabajo  con  identidades,  debemos  dominar  de  memoria  las  ocho  identidades  basicas  que  se  con- 
centran  en  la  siguiente  tabla.  Por  efecto  de  clasificacion,  hemos  reenumerado  cada  una  de  ellas. 


Identidades  reciprocas 

Identidades  de  cociente 

Identidades  que  se  deducen  del 
teorema  de  Pitagoras 

I.  sen  a  •  esc  a  =  1 

II.  cos  a  •  sec  a  =  1 

III.  tan  a  •  cot  a  =  1 

tt  r  <  f-s.  sen  a 

IV.  tan  a  = - — 

cos  a 

V.  cot(X=  C0S® 

sen  a 

VI.  sen2  a  +  cos2  (X  =  1 

VII.  tan2  a  +  1  =  sec2  a 

VIII.  cot2  a  +  1  =  esc2  a 
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Estudia  los  siguientes  ejemplos  que  muestran  como  expresar  una  funcion  en  terminos  de  otra. 


Ejemplo  1 

Expresar  sen  0  en  terminos  del  cos  0. 


Solucion 


Debemos  identificar  una  identidad  que  involucre  tanto  al  seno  como  al  coseno.  Esta  iden- 
tidad  es  la  VI: 

sen* 1  2 3 4 5 6  0  +  cos2  0  =  1 
sen 2  0  =  1-  cos2  0 


Despejando  sen  0: 


sen  0  =  V 1  -  cos2  0 


Ejemplo  2 

Expresar  cos  0  en  terminos  del  sen  0. 


Solucion 


De  la  identidad  VI  despejamos  cos  0: 
sen 2  0  +  cos 2  0  =  1 
cos2  0  =  1-  sen2  0 
cos  0  =  V 1  -  sen2  0 


Ejemplo  3 

Expresar  la  tan  a  en  terminos  del  cos  a. 


Solucion 


SCtl  CL 

De  la  identidad  IV  tenemos  que:  tan  a  = - 

^  cos  a 

Puesto  que  queremos  dejar  la  tangente  en  terminos  del  coseno,  debemos  convertir  el  nu- 
merador  tambien  en  terminos  del  coseno.  Esto  se  logra  usando  la  expresion 

sen  0  =  V 1  -  cos 2  0 

c  .  ,  V  1  -  cos2  0 

Entonces,  tan  a  = - 

cos  a 


Actividad  11 

Realiza  lo  indicado. 

1.  Expresar  cos  a  en  terminos  de  sen  a 

2.  Expresar  tan  a  en  terminos  de  sen  a 

3.  Expresar  sec  a  en  terminos  de  cos  a 

4.  Expresar  sec  a  en  terminos  de  sen  a 

5.  Expresar  esc  a  en  terminos  de  sen  a 

6.  Expresar  cot  a  en  terminos  de  sen  a 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  8.1  \ 

- -I 
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Demostracion  de  identidades 


Estudia  con  atencion  y  trata  de  comprender  lo  que  significa  demostrar  una  identidad. 

Los  metodos  para  demostracion  o  verificacion  de  identidades  consiste  en  trabajar  el  lado  izquierdo  de 
la  identidad  hasta  que  fmalmente  quede  reducido  al  de  la  derecha,  o  al  reves,  segun  sea  conveniente. 

Veamos  primeramente  un  ejemplo  algebraico. 

Demostrar  que:  x(x  +  2)2  =  x3  +  Ax1  +  4x 

Desarrollando  el  lado  izquierdo: 

x(x  +  2)2  =  x(x2  +  4x  +  4)  Regia  del  binomio  al  cuadrado 
=  x3  +  4x2  -  4x  Propiedad  distributiva 

Hemos  demostrado  que  el  lado  izquierdo  es  igual  al  lado  derecho. 


Estudia  y  reflexiona  el  desarrollo  de  los  siguientes  ejemplos. 


Ejemplo  1 

Demostrar  que:  sen  x(sen 2  x  +  cos 2  x)  =  sen  x 


Solucion 


Desarrollando  el  lado  izquierdo: 

sen  x(sen2  x  +  cos2  x)  =  sen  x  ( 1 )  =  sen  x 

Queda  demostrado. 

Usando  la  identidad  VI 


Ejemplo  2 

Demostrar  que:  sen2  x>cos  x  +  cos 3  x  =  cos  x 


Solucion 


Desarrollando  el  lado  izquierdo: 

sen2  X‘COs  x  +  cos3  x  =  cos  x(sen2  x  +  cos 2  x) 

Usando  la  identidad  VI 
=  cos  x  ( 1 )  Queda  demostrado. 


Ejemplo  3 

Demostrar  que:  sen  a  •  cot  a  =  cos  a 


Solucion 


Usando  la  identidad  VI 


Desarrollando  el  lado  izquierdo:  sen  a  •  cot  a  =  sen  a 


cos  a 


sen  a 


s/n  cQ  ( cos  a' 

1  J  {s/h  a , 


cos  a 


tSMM  I FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS:  APLICACIONES  DE  TRlANGULOS  OBLICUANGULOS  •  UNIDAD  V 


Ejemplo  4 

Demostrar  que:  (l  +  tan 2  (3)cos2  (3=1 


Solucion 


Desarrollando  el lado  izquierdo:  (l  +  tan 2  (3) cos2  (3 


cos 2  (3  +  sen 2  (3  \ 
cos 2  (3  j 


=  1 


Ejemplo  5 

Demostrar  que:  cos2  <f>  -  sen2  <(>  =  2 cos2  <j>  -  1 


Solucion 


Desarrollando  el  lado  izquierdo: 

cos2  c()  -  sen2  <j)  =  cos2  <f>  -  (l-  cos2  ())) 
=  COS2  (j)  -  1+  COS2  ())) 

=  2cos2  (j)  -  1 


Ejemplo  6 

Demostrar  que:  sen  0  +  cos  0  = 


cos  0  sen  0 
1  -  tan  Q  1  -  cot  0 


Solucion 


En  este  caso  conviene  desarrollar  el  lado  derecho: 

cos  0  sen  0  cos  0  sen  0 


1  -  tan  0  +  1  -  cot  0 


1  - 


sen  9 
cos  0 

cos  0 


+ 


1- 


cos  0 
sen  0 

sen  0 

cos  0  -  sen  0  sen  0  -  cos  0 


cos  0 
cos2  0 


sen  0 
sen 2  0 


cos  0  -  sen  0  cos  0  -sen  0 


(cos  0  +  sen  0)  (cos Q^sen  0) 
(cos  9^sen  0) 

=  cos  0  +  sen  0 
=  sen  0  +  cos  0 
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5.7  EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.1  y  6 


Demostrar  cada  una  de  las  siguientes  identidades: 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 


1  -  2 sen2x  =  2 cos  2  x  -  1 


tan  a+  cot  a  =  sec  a  esc  a 

( 1  -  cos 2  <(>)  ( 1  -  cot 2  <)>)  =  1 
sec  x*csc  x  _ 
tan  x  +  cot  x 
tan 2  a  +  1  =  sec 2  a 


(sec  P)-2  +  (esc  P)-2  =  1 


1  -  tan2  x 
1  +  tan2  x 


cos2  x  -  sen 2  x 


,  sen  a 

esc  a  =  cot  a  +  — - 

1  +  cos  a. 

sen  a  1  +  cos  a  _ 

— - + - =  2csc  a 

1  +  cos  a  sen  a 


10.  (tan2  3  -  sen2  8)  co *  ^  =  1 

sen 2  o 

11.  (l  -  cos  a)(l  +  sec  a)cot  a  =  sen  a 

12.  tan 2  a  •esc2  *cot 1  a  ‘sen2  a  =  1 

.  _  .  cos 2  x  a 

13.  1  -  — - =  sen  a 

1  +  sen  a 

sen  x 

14.  cot  x  +  -j - =  esc  x 

1  +  cos  x 

15.  (l  -  sen2  A)(  1  +  tan2  A)  =  1 
sen  x  +  tan  x 


16. 

17. 


cot  X  +  CSC  X 

sen  a  cos  a 
+ 


-  =  sen  xmtan  x 


esc  a 


sec  a 


=  1 


Identidades  trigonometricas 
de  suma  de  dos  angulos 

Estudia  con  atencion  la  siguiente  secuencia  que  demuestra  una  equivalencia  para  sen  (a  +  (1) 
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3.  Al  trazar  de  E  a  D,  de  D  a  C,  y  de  D  a  B  segmentos 
perpendiculares  OD,  EA  y  OB  a  se  obtiene  la  si- 
guiente  figura: 


4.  En  la  figura  que  resulta  despues  de  realizar  los  pasos  anteriores,  se  cumple  lo  siguiente: 
/  ,  a)  AE  AC  +  CE  AC  CE 
v  OE  OE  OE  OE 

Como  AC  =  BDj  entonces: 

AE  AC  +  CE  BD  ,  CE 
1  py  OE  OE  OE  OE 

c.  i..  ..  ,  ,  BD  OD  ,  ,  CE  ED  i  .. 

Si  muitiplicamos  la  razon  - por  - ylarazon  - por  - se  obtiene: 

F  OEf  OD;  OEf  ED 

,  BD  OD  CE  ED  BD  OD  CE  ED 

V  OE  OD  OE  ED  OD  OE  ED  OE 


En  el  triangulo  rectangulo  OBD: 
BD 


sen  a  = 


OE 


En  el  triangulo  rectangulo  ODE: 

12)  OE) 

C0SV=  OE 


En  el  triangulo  rectangulo  ECD: 
CE 


sen  a  = 


ED 


En  el  triangulo  rectangulo  ODE: 

a)  ED 
OE 


Por  lo  tanto,  al  sustituir  los  cocientes  por  las  razones  trigonometricas  correspondientes  se  obtiene: 
sen(a  +  f$)  =  sen  acos  ft  +  cos  asen  ft 

O  bien: 


sen(a  +  ft)  =  sen  acos  ft  +  sen  ft  cos  a 


Nota:  Si  la  suma  de  los  angulos  a  y  (3  es  mayor  que  90°  la  identidad  anterior  sigue  siendo  valida. 
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Estudia  con  atencion  la  siguiente  secuencia  que  demuestra 
una  equivalencia  para 


cos  (a  +  /3). 


D 


B 


Puesto  que  AB  =  CD>  entonces: 


,  a]  OB  AB  OB  CD 

r  OE  OE  OE  OE 


c-  i. ■  i.  i  /  OB  OD  i  /  CD  ED  i  .. 

Si  multiplicamos  la  razon - por - y  la  razon - por  - se  obtiene: 

r  0£  OD  7  OE  r  ED 

,  OB  OD  CD  ED  BD  OD  CE  ED 

v  OE  OD  OE  ED  OD  OE  ED  OE 


En  el  triangulo  rectangulo  OBD: 
OB 


cos  a  = 


OD 


En  el  triangulo  rectangulo  ODE: 

12)  OD 
OE 


En  el  triangulo  rectangulo  ECD: 
CD 


sen  (X  = 


ED 


En  el  triangulo  rectangulo  ODE: 
a) 

Se"^=  OE 


Por  lo  tanto,  al  sustituir  los  codentes  por  las  razones  trigonometricas  correspondientes  se  obtiene: 


cos(a  +  ft)  =  cos  a  cos  fl  -  sen  a  j$  sen 


Estudia  con  atencion  el  siguiente  desarrollo  que  demuestra  una  equivalencia  para 

tan(a  +  /3): 

1.  Sabemos  que: 


cos  a 

sen  (a  +  fi)  =  sen  a  cos  +  senf}  cos  a 
cos  (a+  =  cos  a  cos  fi-senaf!  sen 
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2.  Entonces: 


tan(a  +  (3) 


sen  acos§  +  sen  cos  a 
cos  a  cos  (3  -  sen  a  sen  (3 


sen  a  cp&f  sen  (3  cprti 

cos  a  cpsr$  cpsix  cos  (3 

cpsrti  cpsrf  spr(x  cps\ 3 

cp&tx  cpstf  cpsPx  cpsrfy 


Por  lo  tanto: 
tan(a  +  (3) 


tan  a  +  tan  jl 
1  -  sen  a  sen  (3 


sen  a  cos  f$  +  sen  f$  cos  a 
cos  a  cos  (3 

cos  a  cos  -  sen  a  sen  j $ 
cos  a  cos  (3 

sen  a  sen  (3 

cos  a  cos  \ 3  _  tan  a  +  tan  /3 
sen  a  sen  6  ~  1  -  tan  a  tan  jl 

^ _ X  _ L_ 

cos  a  cos  (3 


Es  importante  precisar  que  todas  las  identidades  desarrolladas  en  esta  leccion,  son  validas  para  cuales- 
quiera  valores  de  a  y  (3,  sean  positivos  o  negativos. 


5 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.1  y  6 


EJERCICIOS 


1.  En  la  identidad 

sen  (a  +  (3)  =  sen  a  cos  ft  +  sen  j$  cos  a, 
sustituye  (3  por  a  para  obtener  sen(a  +  a) 
y  comprueba  que: 
sen  2a  =  2  sen  a  cos  a 

2.  En  la  identidad 

sen  (a  +  (3)  =  sen  a  cos  [ 3  +  sen  cos  a, 
sustituye  (3  por  -  (3  para  obtener  sen( a  -  (3) 
y  comprueba  que: 
sen  (a  -  (3)  =  sen  a  cos  ^  -  sen  cos  a, 

3.  En  la  identidad 

cos(a  +  (3)  =  cos  a  cos  (3  -  sen  a  /3  sen  /3 
sustituye  (3  por  a  para  obtener  cos(a  +  a) 
y  comprueba  que: 
cos2a  =  cos2a  -  sen2a 

4.  Comprueba  que:  cos2a  =  2 cos2a  -  1  y 

cos2a  =  1  -  2sen2a 


5. 


En  la  identidad  cos2a  =  1  -  2 sen2a  sustituye 
2a  =  /3  y  a  =  comprueba  que: 


'  1  +  cos  (3 


6.  En  la  identidad  cos2a  =  2 cos2 3 4a  -  1, 

sustituye  2a  =  (Jya  =  ^-y  comprueba  que: 


(3 

COS  y  =  ± 


1 1  +  cos(3 


7.  En  la  identidad 

cos  (a  +  (3)  =  cos  a  cos  ^  -  sen  afisenfl 
sustituye  (3  por  -  (3  para  obtener  cos(a  -  (3)  y 
comprueba  que: 

cos  (a  -  (3)  =  cosacos  j 3  +  sena  cos jS 

8.  En  la  identidad 


/  n ,  tana  +  tanB 
tan<a  +  W  =  1  -  tana  ta„f) 

sustituye  (3  por  -  (3  para  obtener  tan  (a 
comprueba  que: 


tan(a  -  (3) 


tana  -  tanjl 
1  +  tana  tanji 


P)  y 
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Ley  de  los  senos  y  Ley  de  los 
cosenos 


Lee  con  atencion: 


En  lecciones  anteriores  se  uso  la  trigonometria  para  resolver  triangulos  rectangulos.  Cuando  un  trian- 
gulo  no  es  rectangulo  se  dice  que  es  oblicuangulo.  En  esta  leccion  se  estudiaran  dos  propiedades  que 
nos  permitiran  resolver  cualquier  tipo  de  triangulos.  Estas  propiedades  se  llaman  Ley  de  los  senos  y 
Ley  de  los  cosenos.  r 


Considera  el  siguiente  triangulo: 


Para  que  aprecies  de  donde  surge  la  ley  de  los  senos,  analiza  los  pasos  indicados. 


Paso  1.  Al  triangulo  A ABC  le  trazamos  el  segmento  CD  indicado.  Este  seg- 
mento  se  llama  altura. 

Paso  2.  En  el  triangulo  A ABC  se  cumple  que: 
h 

sen  A  =  -y  de  donde:  — ►  h  =  bsenA 

sen  B  =  —  de  donde:  — ►  h  =  asen  B 
a 

Paso  3.  Aplicando  la  propiedad  transitiva:  asen  B  =  bsenA 

Paso  4.  Dividendo  ambos  lados  entre  ab  y  simplificando: 

asen  B  _  bsenA  sen  B  _  sen  A 

ab  ab  b  a 


Paso  5.  Ahora,  al  triangulo  A ABC  le  trazamos  la  altura  correspondiente  al 
vertice  y  repetimos  los  pasos  anteriores: 


sen  B  =  — de  donde: 
c 


h  =  csen  B 


sen  C  =  ~r  de  donde: 
b 


h  =  bsen  C 


C 


Entonces:  csen  B  =  bsenC 

Dividendo  ambos  lados  entre  be  y  simplificando:  ^e.n  ^  =  MdI  Q. 

b y  pc 


sen  B 


senC 

c 


sen  A  sen  B  _  senC 

a  b  c 


Combinando  este  resultado  con  el  obtenido 
en  el  paso  5  podemos  establecer  que 
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Completa: 

Leydelos  senos.  Dado  un  triangulo  con  angulos  A,  B,  y  Cylados  de  longitudes  a,  b,  y  c  (a  opuesto 
a  A,  b  opuesto  a  B,  y  c  opuesto  a  C),  se  cumple  que: 

sen  A  
a 


Lee  con  atencion: 

Para  resolver  un  triangulo  oblicuangulo  es  indispensable  conocer  tres  de  sus  elementos.  Uno  de  estos 
elementos  debe  ser,  forzosamente,  un  lado.  La  ley  de  los  senos  posibilita  resolver  triangulos  oblicuan- 
gulos  cuando  se  conocen: 

a)  Un  lado  y  dos  angulos 

b)  Dos  lados  y  el  angulo  opuesto  a  cualquiera  de  ellos. 


Estudia  atentamente  el  siguiente  ejemplo. 

Ejemplo  1 

Obtener  el  angulo  y  los  lados  restantes 
del  triangulo  mostrado  en  la  figura. 


C 


Solucion 


Los  elementos  a  determinar  son:  los  lados  b  y  c,  y  el  angulo  B. 

Cdlculo  del  angulo  B.  Puesto  que  conocemos  dos  angulos  interiores,  se  aplica  la  propiedad 
de  los  angulos  interiores  de  los  triangulos: 

B  =  180°  -  100°  -  25°  =  55° 


Cdlculo  de  los  lados  desconocidos.  Se  plantea  la  ley  de  los  senos: 

sen  A  _  senB  _  senC  ^ 

a  b  c 

Sustituyendo  los  elementos  conocidos: 

sen  25°  _  sen  55°  _  sen  100° 


16 


b 


B 


Cdlculo  b.  Para  hallar  b  empleamos  la 
razon  conocida  y  la  razon  que  contenga  a  b: 


sen  25°  sen  55° 

16  b 

Recuerda  que  esta  expresion  es  una  proporcion,  y  para  despejar  cualquier  termino  se  usa 
la  regia  de  los  productos  cruzados: 

bsen2S°  =  16sen55° 


b  = 


I6sen55° 


16x  0,8192 

0.4226 


=  31.02 


sen2  5° 
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Cdlculo  c.  Para  hallar  c  empleamos  la  razon  conocida  y  la  razon  que  contenga  a  c: 

sen  25°  _  sen  100° 

16  c 


Comprueba  que: 


16senl00°  _  16  x  0,9848  _  ,y29 
sen2S°  0.4226 


Estudia  atentamente  la  siguiente  observacion  relativa  a  casos  ambiguos. 

Cuando  en  un  triangulo  oblicuangulo  se  conocen  dos  lados  y  el  angulo  opuesto  a  uno  de  ellos,  pueden 
presentarse  los  siguientes  casos: 

•  Si  a  <  b  y  a  <  h,  no  hay  solucion: 

Ejemplo 


•  Si  a  <  b  y  a  >  h,  hay  dos  soluciones: 

Ejemplo 


C  C 


B 


•  Si  a  >  b  o  a=  b,  hay  una  solucion: 


C 


C 


El  caso  ambiguo  de  dos  soluciones,  se  justifica  analiticamente  a  partir  del  siguiente  hecho:  si  sen  x  =  d 
( d  es  un  numero  positivo  menor  o  igual  a  l),  existen  dos  soluciones  para  x:  un  angulo  tal  que 
x1  =  sen'1  (d),  y  su  suplemento  x]  =  sen'1  (d). 

Para  simplificar  nuestro  estudio,  en  este  curso  solo  consideraremos  una  solucion.  Es  decir,  asumiremos 
un  solo  valor  para  x,  tal  que  sen  x  =  d. 
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Estudia  atentamente  el  siguiente  ejemplo.  Debes  recordar  que  resolver  un  triangulo  consiste  en  obtener 
sus  elementos  desconocidos. 


Ejemplo  2 

Resolver  el  triangulo  mostrado  en  la  figura: 


B 


Solucion 


Los  elementos  a  determinar  son:  los  angulos  B  y  C,  y  el  lado  c. 
Calculo  del  dngulo  B.  Se  plantea  la  ley  de  los  senos:  sen  ^  -  sen  ^ 


senC 


b  c 

Sustituyendo  los  elementos  conocidos:  sen  23  =  senB  =  senC 

7  25  14  c 

Observa  que  de  esta  expresion,  solo  podemos  conocer  B  mediante  la  proporcion: 

sen  23°  _  sen  B 


25 


14 


Producto  cruzado:  14  sen  23°  =  25  sen  B 

■  i  n  73  14  x  sen23°  14x0.3907  mice 

Despejando  sen  B:  sen  B  = - — -  =  - — -  =  0.2188 

Entonces,  B  es  el  dngulo  cuyo  seno  vale  0.2188.  Recuerda  que  esto  se  abrevia: 
B  =  sen-1  (0.2188)  =  12.6° 


Obtencion  del  dngulo  C.  Puesto  que  conocemos  dos  angulos  interiores,  se  aplica  la  pro- 
piedad  de  los  angulos  interiores  de  los  triangulos: 


Obtencion  de  c.  Para  hallar  c  se  plantea  la  ley  de  los  senos: 

sen23°  _  sen  144.4° 

25  c 

=  25  x  sen  144.4°  =  25  x  0.5821  =  ~ 

sen  23°  0.3907 


C 
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Actividad  12 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.1 

- 1 


En  estos  casos  en  los  que  se  conocen  las  longitudes  de  dos  lados  y  la  medida  del  angulo  comprendido, 
o  las  longitudes  de  los  tres  lados,  no  es  suficiente  aplicar  la  ley  de  los  senos.  Debemos  aplicar  la  llamada 
Ley  de  los  cosenos.  Sigue  los  siguientes  pasos  para  justificar  la  Ley  de  los  cosenos. 


Para  justificar  la  ley  de  cosenos 
considera  el  siguiente  triangulo: 


C 


Paso  1.  Al  triangulo  A ABC  le  trazamos  el  segmento  CD  indicado. 
Este  segmento  se  llama  altura. 


C 


Paso  2.  En  el  triangulo  A ABC  se  cumple  que: 

OC 

cos  A  =  -y)  de  donde:  — >x=bcosA 

Paso  3.  En  el  triangulo  A ACD  aplicamos  el  teorema  de  Pitagoras:  h2  =  b2  -x2  ( l) 

Paso  4.  En  el  triangulo  A  BCD  aplicamos  el  teorema  de  Pitagoras:  h2  =  a2  -  (c  -x)2  (2) 

Paso  5.  Aplicando  la  propiedad  transitiva  en  ( 1 )  y  (2) :  b2  -  x2  =  a2  -  c2  +2cx  -  x2 

b2  =  a2-  c2  +2cx  (3) 


Paso  6.  Sustituyendo  en  (3)  el  valor  de  x  obtenido  en  (2) : 

b2  =  a2-  c2  +2cbcosA 


Reordenando:  a2  =  b2  +  c2  -  2bccosA 


Esta  ultima  expresion  es  la  llamada  Ley  de  los  cosenos: 

Ley  de  los  cosenos.  En  todo  triangulo  A ABC  con  lados  a,  b,  c,  se  cumple  que: 

a2  =  b2  +  c2  -  2bccosA 
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Esta  relacion  es  valida  para  los  tres  lados  del  triangulo,  independientemente  de  cual  lado  se  escoja  como 
lado  a.  Para  comprender  esto,  observa  que  en  la  expresion  a2  =  b2  +  c2  -  2bccosA,  A  es  el  angulo  com- 
prendido  entre  los  lados  bye. 


La  variable  a  la  izquierda,  es  la  longitud  del  lado  que  no  forma  parte  del  angulo  considerado.  Enton- 
ces,  tambien  se  puede  plantear: 


a 2  =b2  +  c2  -  2 bccosA 


b2  =  a2  +  c2  -  2 accosB 


c2  =  a2  +  b2  -  2abcosC 


Estudia  los  siguientes  ejemplos: 

Ejemplo  1 

^Cuanto  mide  a  en  el  triangulo  mostrado  en  la  figura? 


Solucion 


Se  conocen  dos  lados  y  el  angulo  comprendido  entre  ellos. 
Aplicando  la  ley  de  los  cosenos: 


B 


Sustituyendo  los  elementos  conocidos: 

a 2  =  102  +  82-2(l0)(8)cosl04° 
a2  =  102  +  82-2(l0)(8)(-.2419) 
a2  =  100  +  64  -  160(-  .2419) 
a2  =  202.7 
a  =  14.2 


Ejemplo  2 

^Cuanto  mide  el  angulo  B  en  el  triangulo  mostrado? 


C 


Solucion 


Se  conocen  tres  lados. 


Aplicando  la  ley  de  los  cosenos  y  tomando  en  cuenta  que  nos 
interesa  el  angulo  B ,  planteamos: 

b2  =a2  +  c2  -  2 accosB 


Sustituyendo  los  elementos  conocidos: 
(3.4)2  =  (2.9)2  +  (4.6)2  -  2(2.9)  (4.6)cosB 


11.56  =  8.41  +  21.6  -  26.68  c osB 


11.56  =  30.01  -  26.68  c osB 


-  18.45 

-  26.68 


=  cosB 


0.6915  =  cos  B 
B  =  cos~l  (0.6915)  =  46.3° 
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5.9  EJERCICIOS 

1.  Resolver  cada  triangulo. 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  5.1  y  6 


I 

I 

I 

4 


2.  ^Cuanto  mide  la  diagonal  del  paralelog 


INSTRUCCIONES:  Elabora  un  mapa  conceptual  de  la  unidad. 


EXAMEN  5  (PROBLEMARIO) 


INSTRUCCIONES:  Resuelve  los  siguientes 
problemas  como  preparacion  para  evaluar  lo 
indicado.  En  cada  respuesta  se  debe  incluir  el 
razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 


Aspecto  a  evaluar:  Producto  integrador  de  unidad 
Evidencia:  Examen  (problemario) 

Competencia  o  atributo  a  evaluar:  2  y  4. 


Problema  1.  Dos  personas  de  frente  y  a  2500  m  una  de  otra  en  el  mismo  nivel  horizontal,  ob- 
servan  un  avion  con  angulos  de  elevacion  de  50°  10’  y  65°  40’.  Hallar  la  altura  del  avion. 


Problema  2.  Despues  de  viajar  207  km  en  linea  recta  hacia  el  este, 
un  caza-bombardero  recibe  instrucciones  para  desviarse  12°  hacia  el 
sury  viajar  145  km  en  dicha  direccion.  iQue  tanlejos  estara  delpunto 
de  salida  una  vez  que  llegue  a  su  objetivo? 

Problema  3.  Carlos  y  Jose  estan  jugando  fubol  soccer.  Carlos  esta  pa- 
rado  a  10  m  de  un  poste  de  la  porteria  y  a  11.7  m  del  otro  poste.  Jose  esta 
parado  a  6.5  m  de  un  poste  de  la  porteria  y  a  8.5  m  del  otro  poste,  ^cual 
jugador  tiene  un  angulo  mayor  para  hacer  un  tiro  hacia  la  porteria  ? 


Carlos 


Problema  4.  Dos  lanchas  remolcan  una  embarcacion  mas 
grande,  jalandola  en  direcciones  que  forman  entre  si  un  angu¬ 
lo  de  35°,  con  fuerzas  de  3  y  5  toneladas  respectivasmente.  La 
embarcion  grande  experimenta  una  fuerza 
en  una  sola  direccion ,  llamada  fuerza  resul- 
tante,  como  se  muestra  en  la  figura.  Calcular 
la  magnitud  y  la  direccion  de  la  resultante.  — — -  A 


en  diversos  contextos  teoricos  o  practicos  de  una  manera  critica  y  reflexiva. 


Indicadores  de  desempeno 

•  Reconoce  y  define  los  distintos  tipos  de  cuadrilateros  especiales:  trapecios,  no  trapecios  y  para- 
lelogramos. 

•  Reconoce  y  define  los  distintos  tipos  de  paralelogramos:  rombos,  rectangulos  y  cua- 
drados. 

•  Identifica  los  elementos  de  una  circunferencia:  cuerda,  diametro,  radio,  tangente,  se- 
cante,  arco,  semicircunferencia,  arco  menor  y  arco  mayor,  angulo  central,  angulo  ins- 
crito,  angulo  semiinscrito. 

•  Utiliza  las  tecnologias  de  la  informacion,  para  explorar  las  propiedades  de  los  poligo- 
nos  y  de  la  circunferencia. 

•  Determina  medidas  de  angulos  interiores  y  exteriores  de  poligonos. 

•  Aplica  las  propiedades  de  los  paralelogramos,  rombos,  rectangulos,  cuadrados  y  trape¬ 
cios  para  resolver  problemas. 

•  Aplica  el  calculo  de  areas  y  perimetros  en  la  solucion  de  problemas. 


Competencias  disciplinares  a  evaluar 

2.  Formula  y  resuelve  problemas  matematicos,  aplicando  diferentes  enfoques. 

4.  Argumenta  la  solucion  obtenida  de  un  problema,  con  metodos  numericos,  graficos,  ana- 
liticos  o  variacionales,  mediante  el  lenguaje  verbal,  matematico  y  el  uso  de  las  tecnolo¬ 
gias  de  la  informacion  y  el  conocimiento. 

6.  Cuantifica,  representa  y  contrasta  experimental  o  matematicamente  las  magnitudes  del 
espacio  y  las  propiedades  fisicas  de  los  objetos  que  lo  rodean. 

Competencias  genericas  a  evaluar 

6.4  Estructura  ideas  y  argumentos  de  manera  clara,  coherente  y  sintetica. 

8.3  Asume  una  actitud  constructiva  al  intervenir  en  equipos  de  trabajo,  congruente  con  los 
conocimientos  y  habilidades  que  posee. 
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Actividad  preliminar 

^Por  que  es  importante  estudiar  esta  unidad? 


El  siguiente  enunciado  describe  una  situacion  practica  que  requiere  de 
algunos  conocimientos  que  estudiaras  en  esta  unidad. 

Problema.  Necesitas  construir  un  marcopara  una  ventana  ortogonal 
parecida  a  la  mostrada.  Para  hacer  el  marco ,  cortaras  piezas  en  forma 
de  trapecios  identicos.  iCudl  son  las  medidas  de  los  angulos  de  los  tra- 
pecios? Explica  como  encontraste  esas  medidas. 


La  actividad  1  consiste  en  que  analices  la  solucion  planteada  a  continuacion,  y,  con  tus  conocimientos 
previos,  debes  contestar  lo  que  se  te  indica.  Una  vez  que  termines  el  estudio  de  la  unidad  vuelve  a  ana- 
lizar  esta  actividad. 


Actividad  1 


Aspecto  a  evaluar:  Subproducto 
Evidencia:  Autoevaluacion 


Solucion 


El  poligono  definido  por  la  ventana  es  un  oc- 
tagono.  Por  lo  tanto,  la  suma  de  sus  angu¬ 
los  interiores  es  180°(8  -2)  =  1080°.Puesto 
que  el  octagono  es  regular,  todos  sus  angu¬ 
los  interiores  tiene  la  misma  medida. 

Por  lo  tanto,  la  medida  del  angulo  m  es 

^Cuanto  vale  _ 


1080° 

8 


=  135 


Las  piezas  de  la  ventana  tienen  la  forma  de  un  trapecio  isosceles,  y  puesto  que  los  an¬ 
gulos  de  la  base  de  estos  trapecios  son  iguales,  podemos  considerar  un  trapecio  con  los 
angulos  indicados  a  continuacion: 


Ahora,  aplicamos  la  propiedad  de  los  cuadrilateros  que  establece  que  la  suma  de  sus 
angulos  interiores  vale  360°: 

2(112.5°)  +  2y  =  360° 


Resuelve  la  ecuacion  anterior. 

Las  medidas  de  los  angulos  de  los  trapecios  son: 
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b)  dQue  tanto  recuerdas  de  lo  que  estudiaras  en  esta  unidad? 

Utiliza  tus  conocimientos  previos  para  resolver  el  siguiente  crucigrama,  de  ser  necesario  consulta  el 
material  de  esta  unidad  y  revisa  tus  respuestas. 


Horizontales 

1.  Recta  que  toca  a  la  circunferencia  en  un  pun- 
to. 

8.  Recta  que  corta  a  la  circunferencia  en  dos 
puntos. 

9.  Poligono  que  no  presenta  diagonales  fuera  de 
el. 

10.  Angulo  que  tiene  su  vertice  en  la  circunferen¬ 
cia  y  uno  de  sus  lados  es  secante  y  el  otro  es 
tangente. 

13.  Segmento  que  conecta  dos  vertices  no  conse- 
cutivos  de  un  poligono. 

15.  Paralelogramo  con  sus  cuatro  angulos  iguales. 

16.  Cuadrilatero  con  ambos  pares  de  lados  opues- 
tos  paralelos. 

17.  Poligono  cuya  suma  de  medidas  de  sus  angu¬ 
los  interiores  vale  360°. 


Verticales 

1.  Completa  la  oracion:  un  segmento  medio  de 
un  triangulo  es  paralelo  al... 

2.  Angulo  que  tiene  su  vertice  en  la  circunferen¬ 
cia  y  sus  lados  son  secantes  de  la  circunferen¬ 
cia. 

3.  Las  diagonales  de  un  rombo  son: 

4.  Poligono  que  presenta  diagonales  fuera  de  el. 

5.  Poligono  que  tiene  sus  lados  y  angulos  igua¬ 
les. 

6.  Paralelogramo  con  cuatro  lados  iguales. 

7.  Poligono  cuya  suma  de  medidas  de  sus  angu¬ 
los  interiores  vale  540°. 

11.  Las  diagonales  de  un  rectangulo  son: 

12.  Cuadrilatero  que  tiene  exactamente  un  par  de 
lados  paralelos. 

14.  Paralelogramo  con  sus  cuatro  lados  y  sus  cua¬ 
tro  angulos  iguales. 
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6.1  Poligonos 


Estudia  con  atencion  los  siguientes  conceptos  relativos  a  poligonos 


Los  poligonos  son  figuras  formadas  por  segmentos  de  recta,  de  tal  manera  que:  l)  Los  segmentos  se 
juntan  solo  en  sus  extremos,  2)  como  maximo,  dos  segmentos  se  encuentran  en  un  punto,  y  3)  cada 
segmento  toca  exactamente  a  otros  dos. 


Ejemplo 

^Cual  de  las  siguientes  figuras  es  un  poligono  y  cual  no? 


a) 


A _ B 

h/  \c 


b) 


Solucion 


a)  Es  un  poligono  porque,  cada  segmento  esta  unido  a  otros  dos  por  sus  extremos;  no  hay 
mas  de  dos  segmentos  que  se  encuentren  en  un  punto,  y  cada  segmento  toca  exacta¬ 
mente  a  otros  dos. 

b)  No  es  un  poligono.  Como  figura  de  cuatro  lados,  AB,  BC ,  CD  y  DA,  no  cumple  la 
tercer  condicion,  pues  BC  toca  a  tres  segmentos:  AB ,  CD  y  AD.  Como  union  de  seis 
segmentos,  AB,  BE,  EC,  DE  y  EA,  tampoco  es  un  poligono  porque  en  el  punto  E  se 
encuentran  mas  de  dos  segmentos. 


Los  segmentos  que  forman  el  poligono 
son  sus  lados,  y  sus  puntos  de  union  son 
sus  vertices. 


Vertice 


Un  poligono  es  convexo  si  no  hay  diagonal  fuera  del  poligono.  Un  poligono  es  concavo  si  hay  una 
diagonal  fuera  del  poligono. 
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Cada  diagonal  de  este  poligono,  como  FH,  esta  en 
el  interior  del  poligono  FGHIJ.  Por  lo  tanto,  es  un 
poligono  convexo. 


Por  lo  menos  una  de  las  diagonales  de  este  poli¬ 
gono  no  esta  en  su  interior.  PQRS  es  un  poligono 
concavo. 


Determina  si  cada  uno  de  los  siguientes  poligonos  es  concavo  o  convexo. 


Un  poligono  equilatero  es  un  poligono  en  el  que  todos  sus  lados  son  iguales.  Un  poligono 
equiangulo  es  un  poligono  en  el  que  todos  sus  angulos  son  iguales.  Un  poligono  regular  es  tanto 

equilatero  como  equiangulo,  es  decir,  tiene  sus  lados  y  angulo  iguales. 

/ 

^  r 

>  I  F 

Poligono  equilatero 

Poligono  equiangulo 

Poligono  regular 

Los  poligonos  se  clasifican  por  el  numero  de  lados  de  la  siguiente  manera: 
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EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

En  los  ejercicios  2  a  5,  seleccionese  la  figura  que  no  es  un  poligono.  Expliquese  por  que  no  lo  es. 


2. 


a) 


6.  ^Cuales  de  las  figuras  anteriores  son  poligonos  convexos?  Por  ejemplo,  el  inciso  c,  del  ejercicio  1,  es 
un  poligono  convexo. 


8.  Tracense  tantas  diagonales  como  sea  posible  para  cada  uno  de  los  poligonos  anteriores. 
En  los  ejercicios  9-16,  completa  la  tabla. 


Nombre  del  poligono 

Numero  de  lados 

Numero  de  diagonales 

9.  Triangulo 

10. 

2 

11. 

5 

12.  Hexagono 

13.  Heptagono 

14.  Octagono 

8 

15. 

35 

16. 

12 
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6.2 


Cuadrilateros  especiales 


Recuerda  que  un  cuadrilatero  es  un  poligono  de  cuatro  lados. 


Las  figuras  siguientes  ilustran  algunos  aspectos  importantes  de  los  cuadrilateros.  Lee  con  atencion. 


Los  lados  BC  y  AD  no  tienen  vertices  comunes.  Son  un  par  de  lados  opues- 
tos.  Los  lados  AB  y  DC  tambien  son  opuestos. 


Los  lados  AB  y  AD  tienen  un  vertice  comun.  Son  un  par  de  lados  adyacen- 
tes.  Otros  pares  de  lados  adyacentes  son  AB  y  BC,  BC  y  CD,  y  AD  y  DC. 


Los  angulos  ByDno  tienen  lados  comunes.  Son  un  par  de  angulos  opuestos. 
Los  angulos  A  y  C  tambien  son  opuestos. 


Los  angulos  A  y  B  tienen  el  lado  comun  AB.  Son  un  par  de  angulos  consecu- 
tivos  o  sucesivos.  Otros  pares  de  angulos  consecutivos  o  sucesivos  son  ZB 
yZC,ZCyZD,yZDyZA. 


Realiza  la  siguiente  actividad  que  te  permitira  explorar  las  caracteristicas  de  algunos  cuadrilateros: 


Actividad  2  •  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

i  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  i 

a)  Observa  en  el  siguiente  cuadro,  los  distintos  tipos  .  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  8.3 
de  cuadrilateros. 


los  trapezoides? 
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Compara  las  caracteristicas  que  observas  con  las  siguientes  definiciones: 

•  Un  paralelogramo  es  un  cuadrilatero  con  ambos  pares  de  lados  opuestos  paralelos. 

•  Un  trapecio  es  un  cuadrilatero  que  tiene  exactamente  un  par  de  lados  paralelos. 

•  Un  trapezoide  es  un  cuadrilatero  que  no  tiene  algun  par  de  lados  opuestos  paralelos. 


c)  A  continuacion,  observa  los  distintos  tipos  de  paralelogramos:  romboides,  rombos,  rectangulos  y 
cuadrados;  trata  de  establecer  caracteristicas  para  cada  uno  de  ellos. 


d)  Contesta  las  siguientes  preguntas:  iQue  tienen  en  comun  los  romboides? _ 

_ iQue  caracteristicas  tienen  los  rombos? _ 

_ l  Ylos  cuadrados? _ 

Compara  las  caracteristicas  que  observaste  con  las  siguientes  definciones:  Existen  varias  definicio- 
nes  correctas  para  cada  uno  de  estos  terminos.  Una  vez  que  definas  un  termino,  puedes  usarlo  en  la 
definicion  de  otro  termino. 

•  Un  romboide  es  un  paralelogramo  sin  ningun  par  de  lados  adyacentes  ni  de  angulos  consecuti- 
vos  iguales. 

•  Un  rombo  es  un  paralelogramo  con  cuatro  lados  iguales. 

•  Un  rectangulo  es  un  paralelogramo  con  cuatro  angulos  rectos. 

•  Un  cuadrado  es  un  paralelogramo  con  cuatro  lados  iguales  y  cuatro  angulos  rectos. 

Sin  embargo,  un  cuadrado  es  un  tipo  especial  de  rombo  y  un  tipo  especial  de  rectangulo,  asi  que  el 
cuadrado  admite  otras  definiciones.  Por  ejemplo: 

•  Un  cuadrado  es  un  rombo  con  cuatro  angulos  rectos. 

•  Un  cuadrado  es  un  rectangulo  con  cuatro  lados  iguales. 

Esta  otra  definicion  tambien  es  posible: 

•  Un  cuadrado  es  un  rombo  que  tambien  es  un  rectangulo. 


El  esquema  siguiente  presenta  un  resumen  de  la  clasificacion  de  los  cuadrilateros: 
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pueden  ser 

paralelogramos 


cuadrilateros 

pueden  ser 


meden  ser 


trapecios  trapezoides 


(  rectangulos  ^  f  rombos  f  romboides 

pueden  ser _ ^^jjiueden  ser 

cuadrados 


6 


2 


EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 
Para  los  ejercicios  2  a  5,  vease  el  cuadrilatero  de  la  derecha. 


B 


2.  ^Cual  es  el  lado  opuesto  de  AB ? 

3.  ^Cuales  son  los  angulos  consecutivos  ZC? 

4.  ^Cuales  son  los  lados  adyacentes  a  BC1 

5.  ^Cual  es  el  angulo  opuesto  a  ZD? 


C 


Determinese  si  lo  siguiente  es  falso  o  verdadero.  Haz  dibujos.  Puedes  auxiliarte  del  esquema  anterior  y 
en  el  diagrama  de  Venn  de  la  derecha. 

6.  Un  cuadrado  es  un  rectangulo. 

7.  Un  rectangulo  es  un  paralelogramo. 

8.  Un  paralelogramo  es  un  rombo. 

9.  Un  trapecio  es  un  paralelogramo. 

10.  Algunos  paralelogramos  son  rectangulos. 

11.  Algunos  rombos  son  rectangulos. 

12.  Un  paralelogramo  es  un  trapecio. 

13.  Todo  cuadrado  es  un  rombo. 

14.  Todo  cuadrado  es  un  rectangulo. 

15.  El  rombo,  el  cuadrado  y  el  rectangulo 
son  paralelogramos. 

16.  Los  cuadrilateros  son  trapecios  o  son  paralelogramos. 

17.  El  cuadrado  es  el  unico  cuadrilatero  regular. 

18.  Todos  los  rombos  son  cuadrados. 
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0  2  Propiedades  de  los  polfgonos:  angulos 
interiores  y  exteriores 

GeoGebra 

Para  explorar  las  medidas  de  los  angulos  interiores  y  exteriores  de  los  poligonos,  te  recomendamos  usar 
el  Geogebra  en  el  desarrollo  de  la  siguiente  actividad. 


Actividad  3 

Para  esta  actividad  deberan  formar  5  equipos.  Cada  equipo  debera  dibujar  tres  versiones  del 
mismo  poligono.  Es  dedr,  si  un  equipo  escoje  a  los  cuadrilateros,  debera  dibujar  tres  cuadrilateros 
diferentes.  Por  ejemplo: 


GeoGebra 


a)  Abre  Geogebra  y  usa  la  opcion  «poligono»,  para  dibujar  tus  poligonos. 

b)  Con  la  opcion  «angulo»,  mide  cada  uno  de  los  angulos  interiores  de  cada  poligono  y  calcula  la 
suma  de  sus  medidas. 

c)  En  cada  poligono  forma  un  sistema  de  angulos  exte¬ 
riores.  Para  crear  un  conjunto  de  angulos  exteriores, 
prolonga  cada  lado  del  poligono  para  formar  un  angulo 
exterior  en  cada  vertice. 

d)  Mide  cada  uno  de  estos  angulos  y  calcula  la  suma  de 
sus  medidas. 

e)  Usa  tus  resultados  y  los  de  tus  companeros  para  llenar 
el  siguiente  cuadro: 


Angulo  exterior 


Angulo  exterior 


Angulo  exterior 


Numero  de  lados 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

n 

Suma  de  las  medidas  de  los  angulos 
interiores 

180° 

Suma  de  las  medidas  de  los  angulos 
exteriores 

f)  Completa. 

La  suma  de  las  medidas  de  un  conjunto  de  angulos  exteriores  de  cualquier  poligono  es 
La  suma  de  las  medidas  de  los  angulos  interiores  de  cualquier  poligono  es _ 


Con  toda  seguridad,  te  resulto  facil  establecer  una  conclusion  para  los  angulos  exteriores.  Sin  embargo, 
para  los  angulos  interiores,  la  conclusion  no  es  tan  directa.  El  desarrollo  de  la  siguiente  actividad,  te 
ayudara  en  tal  objetivo. 
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|  •  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 
i  •  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  i 

Actividad  4  •  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

-  l. - -i 

a)  Busca  un  patron  en  la  tabla.  Halla  una  formula  general  para  la  suma  de  las  medidas  de  los  angu- 
los  de  un  poligono,  en  terminos  del  numero  de  lados,  n.  Completa  la  columna  de  equivalencias.  1 


Numero  de  lados 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

... 

n 

Suma  de  las  medidas  de  los  angulos 
interiores 

180° 

360° 

540° 

720° 

900° 

O 

O 

00 

O 

i— H 

+  180°  +180°  +180°  +180°  +180° 


n 

Suma 

Equivalencia 

3 

180° 

180°  x  1  =  180°  •  (3  -2) 

4 

360° 

180°  +  180°  =  180  0  x  2  =  180°  ■  (4  -  2) 

5 

540° 

180°  +  180°  +  180°  =  180°  x  3  =  180°  •  (5-2) 

6 

720° 

? 

7 

900° 

? 

8 

1080° 

? 

n 

? 

b)  Compara  tu  formula  con  la  indicada  a  continuacion: 

Propiedad  de  la  suma  de  los  angulos  de  un  poligono:  La  suma  de  las  medidas  de  los  n 
angulos  interiores  de  un  poligono  de  n-lados  es  180°  x  (n  -  2) 

c)  Analiza  y  completa  la  siguiente  justificacion  deductiva  para  el  caso  de  un  cuadrilatero. 


Para  demostrar  los  teoremas  de  esta  unidad,  usaremos  demostraciones  en  dos  columnas.  Estas  de- 
mostraciones  consisten  en  dos  clumnas:  en  la  columna  izquierda  se  escriben  las  afirmaciones  (pro- 
posiciones)  y  en  la  derecha  las  razones  de  tales  afirmaciones. 


1.  Analiza  y  completa  la  siguiente  justifica¬ 
cion  deductiva  para  el  caso  de  un  cuadri¬ 
latero: 


Hipotesis:  □  ABFD  es  un  cuadrilatero. 
Tesis:  ZA  +  ZB  +  ZF+  ZD  =  (n  -  2) (180°) 

=  (4  -  2)  (180°) 
=  360° 


B 


Afirmaciones 

1  ,a  +  b  +  d  =  180° 

2.  c  +/+  e  =  180° 

3  ,u  +  b  +  d  +  c+  f+e  =  360° 

4.  p  +  b  +  c+  f+e  +  d  =  360° 

5.  ZA  +  ZB  +  ZF  +  ZD  =  360 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 


Razones 


Sumando  ambos  lados  de  (l)  y  (2) 

Propiedad _ 

Propiedad  aditiva  del  angulo. 


La  propiedad  de  la  suma  de  los  angulos  de  un  poligono  puede  utilizarse  para  hallar  el  valor  de  cada  an¬ 
gulo  interior  de  un  poligono  regular.  Basta  dividir  tal  suma  entre  el  numero  de  lados. 
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Angulo  interior  de  un  poligono  regular.  Cada  angulo  de  un  poligono  regular  de  n  lados  mide: 

180°  x  {n-2) 


Estudialos  siguientes  ejemplos  en  los  que  se  utilizan  estas  propiedades  de  los  poligonos. 


Ejemplo  1 

Encuentra  la  medida  de  los  angulos  indicados  con  letras. 


Solucion 


a) 


El  poligono  tiene  siete  lados. 

Por  lo  tanto  la  suma  de  sus  angulos  interiores  es  180°  x  (7  -  2)  =  180°  x  5  =  900°. 
Como  todos  los  angulos  tienen  la  misma  medida,  la  medida  del  angulo  m  es: 


900° 

7 


128.6° 


b)  Primeramente,  puede  observarse  que  el  suplemento  del  angulo 
de  60°  es  un  angulo  interior  del  poligono.  El  poligono  tiene  cin- 
co  lados.  Por  lo  tanto  la  suma  de  sus  angulos  interiores  es 
180°  x  (5  -  2)  =  180°x3  =  540°. 

Entonces,  90°  +  120°  +  110°  +  95°  +  x  =  540°.  Resolviendo  para 
x,  se  obtiene  x  =  125°. 


Ejemplo  2 

a)  Halla  la  suma  de  los  angulos  interiores  de  un  decagono  regular. 

b)  ^Cuanto  mide  cada  angulo  interior  de  un  decagono  regular? 

c)  ^En  cual  poligono  la  suma  de  sus  angulos  interiores  es  igual  a  3,240°? 


Solucion 


a.  180°x(n  -  2)  =  180°x(l0  -  2) 

=  180°x8  =  1,440°. 

b  180°  x  (n-2)  _  1,440°  _lir 
n  10 


Ejemplo  3 

Encuentra  las  medidas  de  los  angulos  senalados  con  letras. 


c.  180°x(n  -  2)  =  3,240° 
180°n  -  360°  =  3,240° 
180°n  =  3,240°  +  360° 
3600° 


n  =  ■ 


180° 


-=  20 


Solucion 


Segun  la  propiedad  de  los  angulos  adyacentes, 
p  +  50°  =  180°;  por  lo  tanto,  p  =  130°.  Tambien 
q  +  140°  =  180°;  entonces,  q  =  40°.  Asi  que  r  =  40°. 
Usando  la  propiedad  de  la  suma  de  los  angulos  exteriores: 
130°  +  40°  +  40°  +  90°  +  s  =  360°. 

La  solucion  de  esta  ecuacion  da  s  =  60°. 
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6.3  EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 


En  los  ejercicios  2-7,  usa  la  propiedad  de  la  suma  de  angulos  en  poligonos  para  calcular  la  medida  de 
cada  angulo  marcado  con  letras. 


En  los  ejercicios  8-9,  encontrar  la  medida  de  los  angulos  indicados  con  letras. 


10.  ^Cuantos  lados  tiene  un  poligono  regular  si  cada  angulo  exterior  mide  30°? 

11.  Si  la  suma  de  las  medidas  de  los  angulos  interiores  de  un  poligono  es  igual  a  la  suma  de  las  medidas 
de  sus  angulos  exteriores,  ^cuantos  lados  tiene  el  poligono? 

12.  Si  la  suma  de  las  medidas  de  los  angulos  interiores  de  un  poligono  es  el  doble  de  la  suma  de  sus  an¬ 
gulos  exteriores,  ^cuantos  lados  tiene  el  poligono? 
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Propiedades  de  los  paralelogramos 


Recuerda  que,  un  paralelogramo  es  un  cuadrilatero  cuyos  lados  opuestos  son  paralelos.  En  la  siguiente 
actividad,  exploraras  algunas  propiedades  de  los  paralelogramos. 


Actividad  5 

GeoGebra 

a)  Construye  un  paralelogramo  con  Geogebra,  puedes  seguir  los  siguientes  pasos: 

1.  Traza  un  segmento  AB. 

2.  Traza  una  recta  paralela  al  segmento  AB;  etiqueta  a  dicha  recta  con  la  letra  i. 

3.  Ubica  sobre  la  recta  i  un  punto  C  un  poco  a  la  derecha  del  punto  A. 

4.  Traza  el  segmento  AC. 

5.  Traza  una  recta  paralela  al  segmento  AC  que  pase  por  B;  etiqueta  a  dicha  recta  con  la  letra  m. 

6.  Encuentra  el  punto  de  interseccion  entre  tym;  etiquetalo  con  D. 

7.  Construye  los  segmentos  BD  y  CD;  oculta  las  rectas  i  y  m  y  los  puntos  que  no  sean  vertices 
del  cuadrilatero  formado. 


De  esta  manera,  has  construido  un  paralelogramo  que  debe  ser  parecido  al  mostrado: 

b)  Ahora,  mide  los  cuatro  angulos.  Compara  cada  par  de  angulos  q 

opuestos.  Comparte  los  resultados  con  tus  companeros.  Estos 
resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente  propiedad: 


Propiedad  de  los  angulos  opuestos  de  un  paralelogramo: 

Los  angulos  opuestos  de  un  paralelogramo  son  iguales. 


A 


c)  Recuerda  que,  en  un  poligono  dos  angulos  son  consecutivos  si  comparten  un  lado  comun. 

En  el  paralelogramo  anterior,  ACAB  y  AABD  son  un  par  de  angulos  consecutivos.  Para  descu- 
brir  como  estan  relacionados  los  angulos  consecutivos,  encuentra  la  suma  de  las  medidas  de 
cada  par  de  angulos  consecutivos  del  paralelogramo  que  dibujaste.  Comparte  tus  observaciones 
con  el  grupo.  Debes  llegar  a  la  siguiente  propiedad: 

Propiedad  de  los  angulos  consecutivos  de  un  paralelogramo:  Los  angulos  consecutivos  de 
un  paralelogramo  son  suplementarios. 

d)  A  continuacion,  mide  y  compara  las  longitudes  de  los  lados  opuestos  del  paralelogramo.  Com¬ 
parte  tus  resultados  con  el  grupo.  Los  resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente  propiedad: 

Propiedad  de  los  lados  opuestos  de  un  paralelogramo:  Los  lados  opuestos  de  un  paralelo¬ 
gramo  son  iguales. 


e)  Finalmente,  construye  las  diagonales  AC  y  DB,  como  se  muestra  en  el  dibujo. 


Marca  el  punto  donde  las  diagonales  se  intersectan  con  la  letra  M. 

Mide  AM  y  CM.  iQue  puedes  concluir  acerca  del  punto  M? _ 

Mide  DM  y  BM.  ^Tambien  se  cumple  la  conclusion  que 
obtuviste  anteriormente. 
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Comparte  tus  resultados  con  el  grupo.  Los  resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente  propiedad: 

Propiedad  de  las  diagonales  de  un  paralelogramo:  Las  diagonales  de  un  paralelogramo  se  bise- 
can  entre  si. 

En  la  siguiente  actividad,  se  presentan  justificaciones  deductivas  para  cada  una  de  las  propiedades  des- 
cubiertas  inductivamente.  Completa  las  cuestiones  que  se  presentan  en  bianco. 


Actividad  6 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

- 1 


1.  Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que 
los  angulos  opuestos  de  un  paralelogramo  son  iguales. 


Hipotesis:  □  ABDC  es  paralelogramo. 

a  y  (3  son  angulos  opuestos 
del  paralelogramo. 

Tesis:  Za  =  ZB 

v _ _ 1 _ 


Afirmaciones 

Razones 

1.  AD//BCy 

1.  Por  definicion  de  paralelogramo. 

DC//AB. 

2.  Z  a  =  Zb 

2.  Por  ser 

3.  Zb  =Z(3 

3.  Por  ser 

4.  Z  a  =  ZJ3 

4.  Propiedad  transitiva. 

Queda  demostrado 

2.  Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que  los 
angulos  consecutivos  de  un  paralelogramo  son  suplementarios. 


Hipotesis:  □  ABDC  es  paralelogramo. 

a  y  8  son  angulos  consecuti¬ 
vos  del  paralelogramo. 

Tesis:  Z  a  y  Z8  son  suplementarios. 

V _ _ _ _ _ J 


Afirmaciones 

1.  AD  //  BC  y  DC  II AB. 

2.  Z  a  =  Zb 

3.  Zb  +  Z8=  180° 

4.  Za  +ZS=  180° 

5.  Entonces  Z  a  y  Z8  son  suplementarios. 


Razones 

1.  Por  definicion  de  paralelogramo. 

2.  Por  ser _ 

3.  Por  ser  angulos  adyacentes. 

4.  Propiedad  de _ 

5.  Definicion  de  angulos  suplementarios. 
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3. 


Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que  los 
lados  opuestos  de  un  paralelogramo  son  iguales. 


(  3 

Hipotesis:  □  ABDC  es  paralelogramo. 

Tesis:  AD  =  BCy DC  =  AB 
Plan:  Trazar  la  diagonal  AC  y  comprobar  que 
AADC  =  ACBA 

\ _ _ _ J 


Afirmaciones 

Razones 

1.  AD  II BCy 

1.  Por  definicion  de  paralelogramo. 

DC  II  AB. 

2.  Z1=Z4 

2.  Porser 

3.  Z  2  =  Z3 

3.  Por  ser 

4.  AC  =  AC 

4.  Propiedad  reflexiva. 

5.  AADC  =  ACBA 

5.  Por  el  criterio 

6.  AD  =  CB 

6.  PCTCC 

7.  DC  =  BA 

7.  PCTCC 

4.  Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que  las 
diagonales  de  un  paralelogramo  se  bisecan  mutuamente. 


Hipotesis:  □  ABDC  es  paralelogramo. 

Tesis:  AC  y  DB  se  bisecan  mutuamente. 
Plan:  Trazar  las  diagonales  AC  y  DB. 

Comprobar  que  A AMD  =  A CMB. 


j 


Afirmaciones 

Razones 

1.  AD// BCy  DC// AB. 

1.  Por  definicion  de  paralelogramo. 

2.  Z  1=  Z4 

2.  Por  ser 

3.  Z  2  =  Z3 

3.  Por  ser 

4.  ZAMD  =  ZCMB 

4.  Por  ser  angulos  opuestos  por 

5.  AD  =  CB 

5.  Por  ser  lados  opuestos  de  un 

6.  AAMD  =  ACMB 

6.  Por  el  criterio 

7.  AM  =  CM 

7. 

8.  DM  =  BM 

8. 

9.  M  es  punto  medio  tanto  de  AC  como  de  DB. 

9.  Definicion  de  punto  medio. 
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5. 


Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que  si 
las  diagonales  de  un  cuadrilatero  se  bisecan,  entonces  el  cuadrilatero  es  un  paralelogramo. 


f  '  \ 

Hipotesis:  AC  y  BD  se  bisecan. 

Tesis:  □  ABDC  es  paralelogramo. 

Plan:  Trazar  las  diagonales  AC  y  BD,  comprobar 
que  A AMD  =  A  CMB  y  que  ADMC  =  A BMA. 
Aplicando  propiedades  de  angulos  entre  paralelas, 
deduzca  que  AD  II  BCy  DCI/AB,  de  donde 
□  ABDC  es  paralelogramo. 

V _ _ _ 


Afirmaciones 

Razones 

1.  AC  y  BD  se  bisecan. 

1.  Por  hipotesis. 

2.  AM  =  MC,  DM  =  MB. 

2.  Definicion  de  biseccion  y  de  punto  medio. 

3.  Zl  =  Z2. 

3.  Por  ser 

4.  A AMD  =A  CMB 

4.  Por  el  criterio 

5.  Z6  =  Z7 

5.  PCTCC 

6.  AD//BC 

6.  Propiedad  de  las  paralelas. 

7.  Z3  =  Z4 

7.  Por  ser 

8.  ADMC  =  A  BMA 

8.  Por  el  criterio 

9.  Z  8  =  Z5 

9. 

10.  □  ABDC  es  paralelogramo. 

10.  Definicion  de  paralelogramo. 

6.  Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que  si 
dos  lados  opuestos  de  un  cuadrilatero  son  iguales  y  paralelos,  entonces  el  cuadrilatero  es  un  paralelogra¬ 
mo. 


C  \ 

Hipotesis:  AD  =  BC,  AD// BC. 

Tesis:  □  ABDC  es  paralelogramo. 

Plan:  Trazar  las  diagonales  AC  y  BD,  comprobar 
que  A AMD  =  A  CMB,  de  donde  DM  =  MByAM  =  MCj 
es  decir  las  diagonales  se  bisecan  y  por  lo  tanto 
□  ABDC  es  paralelogramo. 

V_ _ _ _ J 


Afirmaciones 

Razones 

1.  AD  =  BC,  AD  II  BC . 

1.  Por  hipotesis. 

2.  Z  1=  Z4 

2.  Por  ser 

3.  Z  2  =  Z3 

3.  Por  ser 

4.  AAMD  =  ACMB 

4.  Por  el  criterio 

5.  AM  =  CM 

5. 

6.  DM  =  BM 

6. 

7.  M  es  punto  medio  tanto  de  AC  como  de  DB. 

7.  Definicion  de  punto  medio. 

8.  □  ABDC  es  paralelogramo. 

8.  Porque  sus  diagonales  se  bisecan. 
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Ah  ora,  utilizaremos  algunas  propiedades  de  los  paralelogramos  para  estudiar  el  denominado  segmento 
medio. 


Lee  con  atencion  la  definicion  de  segmento  medio  de  un  triangulo. 


El  segmento  medio  de  un  triangulo,  es  un  segmento  que  co- 
necta  los  puntos  medios  de  dos  lados  del  triangulo. 

El  lado  que  no  interseca  al  segmento  medio  se  llama  tercer 
lado. 


tercer  lado 


Explora  con  Geogebra  la  relacion  que  hay  entre  el 
segmento  medio  y  el  tercer  lado. 

Analiza  el  planteamiento  de  la  demostracion  de  que  el  segmento  medio  de  un  triangulo,  esparalelo  al  tercer 
lado  e  igual  a  su  mitad. 


Hipotesis:  MD  es  segmento  medio  del  A ABC. 

Tesis:  MD  ||  AB  y  MD  =  ^ 

Plan:  Prolonguese  MD  hasta  un  punto  E  de  modo  que 
MD  =  DE,  y  unase  E  con  B  para  demostrar  que  A  CMD  =  ABED. 
Entonces  CM  =  BE  y  Zl  =  AC  por  lo  que  AC  \\BE. 

Pero  como  CM  =  AM  entonces  BE  =  MA.  Asi,  por  la  propiedad 
inmediata  anterior  obtenida  en  el  punto  6,  el  DABDC  es  un 
paralelogramo.  Entonces  ME  ||  AByME  =AB. 

Por  tanto  MD  |j  AB  y  MD  =  1  AB. 


Actividad  7 


1  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 

1  Evidencia:  Trabajo  colaborativo  i 

,  s  i  *  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

Con  ayuda  de  tu  prolesor(a ),  analicen  en  equipos  el  >. - -l 

plan  de  demostracion  del  segmento  medio  y  traten  de  escribir  una  demostracion  en  dos  columnas. 


6.4  EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

En  los  ejercicios  2-7,  cada  figura  es  un  paralelogramo.  Usa  las  nuevas  propiedades  para  encontrar 
los  valores  indicados. 
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5.  Si  VF  =  36  cm,  EF  =  24  cm 
El  =  42  cm.  ^Cual  es  el  peri- 
metro  del  ANVH 


6.  ^Cual  es  el  perimetro  del  pa- 
ralelogramo? 


x  + 


7.  Zc  = 

4f= 


8.  Demuestra  que  en  todo  cuadri- 
latero,  la  figura  que  se  forma  al 
unir  los  puntos  medios  de  sus 
lados  es  un  paralelogramo 


9.  ^Cuantos  segmentos  medios  tiene  un  triangulo? 

10.  ^Cual  es  el  perimetro  de  A  TOP? 

T 


13.  ^Cual  es  el  perimetro  de  ATEN? 

B 
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Propiedades  de  los  paralelogramos  especiales 


Lee  con  atencion:  Rombos,  rectangulos  y  cuadrados  todos  son  paralelogramos.  Por  lo  tanto,  todas  las 
propiedades  de  los  paralelogramos  que  se  descubrieron  en  la  leccion  anterior  tambien  se  aplican  a  esas 
otras  formas.  Pero,  debido  a  que  estos  paralelogramos  especiales  tienen  caracteristicas  particulares,  tam¬ 
bien  cumplen  con  propiedades  particulares.  En  esta  leccion  descubriras  estas  nuevas  propiedades. 

Recuerda  que  un  rombo  es  un  paralelogramo  con  cuatro  lados  congruentes  o  iguales.  En  otras  palabras 
un  rombo  es  un  paralelogramo  equilatero.  En  la  siguiente  actividad,  exploraras  algunas  propiedades  de 
los  rombos. 


Actividad  8 


a)  Construye  un  rombo  con  Geogebra,  puedes  seguir  los  siguientes  pasos: 

1.  Traza  un  segmento  AB. 

2.  Traza  por  A  una  recta;  etiquetala  con  m. 

3.  Traza  una  paralela  a  la  recta  m  que  pase  por  B.  Etiquetala  con  n. 

4.  Usa  la  opcion  compas,  da  clic  en  A,  clic  en  B  y  otra  vez  clic  en  A. 

5.  Encuentra  el  punto  de  interseccion  entre  el  circulo  que  aparece  y  la  recta  m;  etiquetalo  con  C. 

6.  Traza  una  paralela  a  AB,  que  pase  por  C. 

7.  Encuentra  el  punto  de  interseccion  entre  esta  ultima  paralela  y  la  recta  n;  llamalo  D. 

8.  Traza  los  segmentos  AC,  CD  y  BD.  Oculta  drculos  y  rectas  que  solo  fueron  auxiliares. 

De  esta  manera,  has  construido  un  rombo  que  debe  ser  parecido  al  mostrado: 


GeoGebra 


b)  Ahora,  exploraras  algunas  propiedades  de  los  rombos: 


1.  Puesto  que  los  rombos  son  paralelogramos  y  las  diagonales  de  un  paralelogramo  se  bisecan 
una  a  otra,  las  diagonales  de  los  rombos  tambien  se  bisecan  una  a  otra.  Comprueba  esta  pro- 
piedad  en  el  rombo  construido. 

2.  Mide  los  angulos  formados  por  las  dos  diagonales.  iQue  concluyes?  Comparte  tus  resultados 
con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente  propiedad: 

Propiedad  de  las  diagonales  de  un  rombo:  las  diagonales  de  un  rombo  son  perpendicu- 
lares  entre  si;  ademas,  se  bisecan  entre  si. 

3.  Ahora,  mide  los  angulos  formados  por  las  diagonales  y  los  lados  del  rombo.  iQue  concluyes? 
Comparte  tus  resultados  con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente  pro¬ 
piedad: 
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Propiedad  de  los  angulos  de  un  rombo:  las  diagonales  de  los  rombos  son  bisectrices  de  los  angulos 
del  rombo. 


En  la  siguiente  actividad,  se  presentan  justificaciones  deductivas  para  cada  una  de  las  propiedades  des- 
cubiertas  inductivamente.  Completa  las  cuestiones  que  se  presentan  en  bianco. 


Actividad  9 


•  Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 

•  Evidencia:  Trabajo  colaborativo 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

- 1 


1.  Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que  las, 
diagonales  de  un  rombo  son  perpendiculares  entre  si. 


Hipotesis:  □  ABDC  es  un  rombo. 

Tesis:  AD  _L  BC  . 

Plan:  Trazar  las  diagonales  AC  y  DB  y  comprobar 
que  AAMC  =  ADMC. 


Afirmaciones 

Razones 

1.  □  ABDC  es  un  rombo. 

1.  Por  hipotesis. 

2.  AC  =  CD 

2.  Definicion  de  rombo. 

3.  Z1  =  Z2. 

3.  Por  ser  angulos  de  la  base  de  un  triangulo  isosceles. 

4.  AM  =  MD 

4.  Por  la  propiedad  de  las  diagonales  de  un  paralelogramo. 

5.  AAMC  =  ADMC 

5.  Por 

6.  ZAMC  =  ZDMC 

6. 

7.  ADZ  BC. 

7.  Por  definicion  de  rectas  perpendiculares. 

2.  Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que  las 
diagonales  de  los  rombos  son  bisectrices  de  los  angulos  del  rombo. 


Hipotesis:  □  ABDC  es  un  rombo. 

Tesis:  AD  es  bisectriz  de  ZCAB. 

Plan:  Trazar  la  diagonal  AD  y  comprobar 
que  A ACD  =  A ABD. 

V _ _ _ J 


Afirmaciones 

1.  □  ABDC  es  un  rombo. 

2.  AC  =  CD  yAB  =  BD 

3.  AD  =  AD 

4.  AACD  =  AABD. 

5.  Zl  =  Z2 

6.  AD  es  bisectriz  de  A  CAB. 


Razones 

1.  Por _ 

2.  Por _ 

3.  Propiedad  reflexiva. 

4.  Por _ 

5.  Por _ 

6.  Por  definicion  de  bisectriz. 
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Recuerda  que  un  rectangulo  es  un  paralelogramo  con  cuatro  angulos  congruentes  o  iguales.  En  otras 
palabras  un  rectangulo  es  un  paralelogramo  equiangulo. 

Puesto  que  un  rectangulo  es  un  paralelogramo,  sus  diagonales  se  bisecan.  Pero  ademas,  un  rectangulo 
tiene  una  propiedad  adicional: 

Propiedad  de  las  diagonales  de  un  rectangulo:  las  diagonales  de  un  rectangulo  son  iguales. 

En  la  siguiente  actividad,  se  presentan  justificaciones  deductivas  para  esta  propiedad. 

Completa  las  cuestiones  que  se  presentan  en  bianco. 


Actividad  10 


Aspecto  a  evaluar:  Participacion  en  clase  j 
Evidencia:  Trabajo  colaborativo 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  8.3 

- 1 


1.  Escribe  en  forma  de  flujo  tu  razonamiento,  y  a  continuacion  completa  la  demostracion  de  que 
las  diagonales  de  un  rectangulo  son  iguales. 


D 


A 


Afirmaciones 

Razones 

1.  □  ABDC  es  un  rectangulo. 

1.  Por 

2.  ZADC  =  ZBAD 

2.  Por  definicion  de  rectangulo. 

3.  DC  =  AB 

3.  Por  ser  lados  opuestos  de  un  paralelogramo. 

4.  AD  =  AD. 

4.  Por 

5.  AADC  =  ADAB 

5.  Por 

6.  AC  =  DB. 

6.  Por 
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EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejerciciosy  problemas 
Competencia  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


I.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

Enlos  ejercicios  2-11,  indica  si  cada  oracion  es  siempre  verdadera,  algunas  veces,  o  nunca  verdadera.  Usa 
dibujos  o  explicaciones  de  apoyo. 

2.  Las  diagonales  de  un  paralelogramo  son  iguales. 

3.  Los  angulos  consecutivos  de  un  rectangulo  son  iguales  y  suplementarios. 

4.  Las  diagonales  de  un  rectangulo  se  bisecan  una  a  otra. 

5.  Las  diagonales  de  un  rectangulo  bisectan  los  angulos. 

6.  Las  diagonales  de  un  cuadrado  son  bisectores  perpendiculares  una  a  otra. 

7.  Un  rombo  es  un  cuadrado. 

8.  Un  cuadrado  es  un  rectangulo. 

9.  Una  diagonal  divide  a  un  cuadrado  en  dos  triangulos  rectangulos  isosceles. 

10.  Angulos  opuestos  en  un  paralelogramo  son  congruentes. 

II.  Angulos  consecutivos  de  un  paralelogramo  son  congruentes. 


En  los  ejercicios  12-14,  calcula  en  cada  caso,  los  valores  pedidos. 


12.  Si  \DABCD  es  un  rectangulo 
y  EB  =  10,  AC  = _ 


13.  Si  DBCDA  es  un  paralelo¬ 
gramo,  Ay  = _ 


14.  Si  □  CUAD  es  un  cuadrado, 

Zx  = _ 

z7  = _ 


15.  Si  \3ABCD  es  un  paralelogramo,  AF  y  BE  son  bisectrices  del  ABAD  y  AABC  respectivamente  y 
AC  =  120°,  ^cuanto  mide  el  AS1 
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Propiedades  de  trapecios 


Recuerda  que  un  trapecio  es  un  cuadrilatero  con  exacta- 
mente  un  par  de  lados  paralelos.  Los  lados  paralelos  se  llaman 
bases.  Un  par  de  angulos  que  comparten  una  base  como  lado 
comun  se  llaman  angulos  de  la  base. 

Lee  con  atencion  la  definicion  de  trapecio  isosceles: 

Un  trapecio  isosceles  es  un  trapecio  cuyos  lados  no 
paralelos  son  de  la  misma  longitud. 


Angulos  de  la  base 


En  la  siguiente  actividad,  exploraras  algunas  propiedades  de  los  trapecios. 


Actividad  11 


a)  Construye  dos  trapecios  con  geogebra:  uno  no  isosceles  y  otro  isosceles. 
Puedes  seguir  los  siguientes  pasos: 


GeoGebra 


1.  Traza  un  segmento  AB. 

2.  Localiza  un  punto  C  arriba  de  AB  y 
un  poco  adelante  de  A. 

3.  Traza  el  segmento  AC. 

4.  Traza  una  recta  m  paralela  a  AB  que 
pase  por  C. 

5.  Localiza  sobre  la  recta  m  un  punto  D 
cualquiera. 

6.  Traza  los  segmentos  BD  y  CD.  Ocul- 
ta  la  recta  m.  A  si,  has  formado  el  tra¬ 
pecio  AB  CD. 


1.  Traza  un  segmento  AB. 

2.  Localiza  un  punto  C  arriba  de  AB  y  un  poco 
adelante  de  A. 

3.  Traza  el  segmento  AC. 

4.  Traza  una  recta  m  paralela  a  AB  que  pase  por  C. 

5.  Usa  la  opcion  compas;  haz  clic  en  A,  die  en  C  y 
clic  en  B. 


6.  Encuentra  el  punto  de  interseccion  entre  la 
recta  m  y  el  circulo  que  aparece;  llamalo  D. 

7.  Traza  los  segmentos  BD  y  CD.  Oculta  el 

circulo  y  la  recta  m.  A  si,  has  formado  un  trape¬ 
cio  isosceles. 


GeoGebra 


b)  Ahora,  exploraras  algunas  propiedades  de  los  trapecios: 

1.  En  cada  trapecio,  mide  cada  par  de  angulos  consecutivos  y  suma  sus  medi- 
das.  iQue  concluyes?  Comparte  tus  resultados  con  el  grupo.  Estos  resulta- 
dos  deben  coincidir  con  la  siguiente  propiedad: 


^Cuanto  vale 
la  suma? 


Propiedad  de  los  angulos  consecutivos  de  un  trapecio:  los  angulos 
consecutivos  que  estan  entre  las  bases  de  un  trapecio  son  suplementarios. 


HfiSlPOUGONOS  Y  CIRCUNFERENCIA  •  UNIDAD  VI 


2.  En  el  trapecio  isosceles,  mide  cada  par  de  angulos  de  cada  base.  iQue 
observas  acerca  de  los  pares  de  angulos  en  cada  base?  Comparte  tus 
resultados  con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir  con  la  si- 
guiente  propiedad: 

Propiedad  del  trapecio  isosceles:  los  angulos  de  la  base  de 
un  trapecio  isosceles  son  iguales. 


Mide  y  compara 
estos  dos  angulos 


Mide  y  compara 
estos  dos  angulos 


6 


6 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


EJERCICIOS 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 
Usa  las  propiedades  de  los  trapecios  para  calcular  las  medidas  pedidas. 


2.  Zx  = 


5.  Zx  = 

Zy  = 


3.  Si perimetro  =  85  cm, 
x  = _ 


6.  Si  perimetro  de 

PQRS  =  220  cm,  PS  = 

4x  +  1 


4.  Si  perimetro  =  164  cm, 
Zx  = _ 


4  = 


7.  Si  ABCD  es  un  trapecio,  ha- 
11a  los  valores  de  a  y  b. 


8.  Si  ABCD  es  un  trapecio,  isosceles,  determina  9.  Si  PQRS  es  un  trapecio,  isosceles,  halla  los  va- 
los  valores  de  a,  by  c.  lores  de  x  y  z 
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~J  Circunferencia  y  circulo. 

Angulos  asociados  a  una  circunferencia 


Lee  con  atencion  la  siguiente  informacion  relativa  a  la  circunferencia  y  al  circulo. 


Es  comun  que  se  utilicen  circunferencia  y  circulo  como  si- 
nonimos,  sin  embargo,  aun  cuando  estos  conceptos  estan 
estrechamente  vinculados,  tienen  significados  que  es  preci- 
so  distinguir  para  poder  aplicarlos  correctamente. 

La  circunferencia  es  una  curva  cerrada  cuyos  puntos  estan 
en  un  mismo  piano  y  a  igual  distancia  de  otro  punto  interior 
fijo  que  se  llama  centro  de  la  circunferencia.  El  circulo  es  la 
superficie  del  piano  limitado  por  una  circunferencia.  La  cir¬ 
cunferencia  es  una  linea  y  el  circulo  una  region. 

Para  referirse  a  una  circunferencia  o  a  un  circulo,  se  usa  el 
signo  30,  que  se  lee  circunferencia  (o  circulo)  con  centro  O. 
Para  distinguir  si  se  trata  de  un  circunferencia  o  un  circulo 
con  centro  O,  debemos  atender  el  contexto  de  uso. 


Circunferencia 


30  significa  circunferencia 
con  centro  O. 


Los  siguientes  segmentos,  rectas,  arcos  y  angulos  se  asocian  a  una  circunferencia. 


Segmentos 


Arco  es  una  parte  de  la  circunferencia.  Un  arco  se  representa  con  el  simbolo  ~  que  se  lee  «arco». 
Semicircunferencia  es  un  arco  de  longitud  igual  a  la  mitad  de  la  circunferencia. 

Arco  menor  es  aquel  que  mide  menos  que  una  semicircunferencia. 

Arco  mayor  es  aquel  que  mide  mas  que  una  semicircunferencia. 


MMIPOUGONOS  Y  CIRCUNFERENCIA  •  UNIDAD  VI 


Los  arcos  mayores  y  la  semicircunferncia  se  denotan  con  tres  puntos  que  son:  sus  dos  extremos  y  un 
punto  entre  ellos.  Para  denotar  arcos  menores,  es  suficiente  usar  las  dos  letras  de  sus  puntos  extremos. 


Arcos 


AC  Arco  AC.  Arco  menor  de  extremos  Ay  C. 

BC  Arco  BC.  Arco  menor  de  extremos  By  C. 

ACB  Arco  ACB.  Semicircunferencia  de  extremos  Ay  By  que  pasa  por  el 
punto  C. 

CAB  Arco  CAB.  Arco  mayor  de  extremos  CyBy  que  pasa  por  el  punto  A. 


Angulos 


Angulo  central  es  aquel  que  esta  formado  por  dos  radios.  Los  angulos  centrales  tienen  su  vertice 
en  el  centra  de  la  circunferencia. 

Angulo  inscrito  es  aquel  que  tiene  su  vertice  en  la  circunferencia  y  sus  lados  son  secantes  de  la 
circunferencia. 

Angulo  semiinscrito  es  aquel  que  tiene  su  vertice  en  la  circunferencia  y  uno  de  sus  lados  es  secan- 
te  y  el  otro  es  tangente. 


Ejemplo 

En  la  figura  mostrada: 

a)  Nombra  la  circunferencia  mostrada 

b)  Identifica  dos  cuerdas  que  no  sean  diametros 

c)  Identifica  un  diametro  y  un  radio 

d)  Nombra  un  arco,  un  angulo  central,  uno  inscrito,  y  uno  semiins¬ 
crito,  cuyos  lados  intercepten  el  mismo  arco. 


Solucion 


a)  3D;  se  lee:  circunferencia  de  centro  D. 

b)  AByBC. 

c)  Diametro  AC.  Radio  D  C. 

d)  Arco  BC;  Angulo  central  ADC;  inscrito  ABC 
y  semiinscrito  EAC. 
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Lee  con  atencion 

Un  angulo  central  separa  a  la  circunferenda  en  dos  arcos, 
uno  menor  y  el  otro  mayor.  Observa  que  para  poder  nom- 
brar  al  arco  mayor  fue  necesario  considerar  un  tercer  pun- 
to  de  la  circunferenda. 

Los  arcos  se  miden  por  sus  correspondientes  angulos  cen¬ 
trales.  Para  indicar  la  medida  en  grados  de  AB  escribimos 
mAB.  Las  medidas  en  grados  se  asignan  a  los  arcos  segun 
las  siguientes  indicaciones: 

La  medida  en  grados  de  un  arco  menor  es  la  medida  de 
su  angulo  central.  La  medida  en  grados  de  un  arco  ma¬ 
yor  es  360°  menos  la  medida  de  su  angulo  central.  La 
medida  en  grados  de  una  circunferencia  es  360°.  La 
medida  en  grado  de  una  semicircunferencia  es  180°. 


AB  es  un  arco  menor 
de  la  30 


ACB  es  un  arco  mayor 
de  la  30 


mACB  =  360°  -  100° 
=  260°. 


Tambien  se  puede  usar  la  medida  del  angulo  central  para  determinar  la  longitud  del  arco.  La  longitud 
del  arco  es  diferente  de  la  medida  en  grados  de  un  arco.  La  longitud  del  arco  es  su  distancia  lineal.  Para 
determinar  la  longitud  de  un  arco  puede  considerarse  que  dicha  longitud  es  la  parte  de  la  circunferencia 
proporcional  a  la  medida  del  angulo  central  comparada  con  la  circunferencia  completa  cuya  medida  es 
360°  y  cuya  longitud  es  2rtr. 


Ejemplo 

En  la  30,  OB  =  12  cm  y  Z.AOB  =  100°.  Determina  la  longitud  de  AB. 

Solucion  Primero  determina  que  parte  de  la  circunferencia  esta  repre- 
sentada  por  el  Z.AOB. 

Medida  del  angulo  central  100  ZxZxZx.5  5 


Medida  de  la  circunferencia 

5 


360  2x3x3  xZ  18 


El  angulo  es  —  de  la  circunferencia;  por  tanto  la  longitud  de  yGTes  —  de  la  longitud  de  la 

circunferencia. 

Longitud  de  AB  =  —  (inr)  =  — (2:r)  (12)  =  — -  ji  =  6.67 it  =  20.95  unidades  de  longitud 
18  18  3 


O  bien:  100°  es  a  360°,  como  x  es  a  2rtr- 


100° 


100°  (2jtr)  _5(ro-)  _5(ji)(12)  _  20tt 


360°  2itr 


360° 


EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencies  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1. 

2. 


Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 
En  la  3 J,  KM  es  un  diametro  tal  que  JL  =  18  y  Z.KJL  =  140°. 

Determina  la  longitud  de  cada  arco. 
a)  LM 
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(2  O  Propiedades  de  angulos 
'  en  una  circunferencia 


Los  angulos  centrales,  los  angulos  inscritos  y  los  semiinscritos  estan  relacionados.  En  la  siguiente  activi- 
dad,  exploraras  algunas  propiedades  acerca  de  los  angulos  de  una  circunferencia. 


Actividad  12 

a)  Vas  a  construir  con  Geogebra,  una  circunferencia  con  un  angulo 
inscrito  y  uno  central  que  subtiendan  el  mismo  arco,  tal  y  como  se 
muestra  en  la  figura.  Puedes  seguir  el  siguiente  procedimiento: 

1.  Usa  la  opcion  circunferencia  y  traza  una. 

2.  Localiza  tres  puntos  A,  C  y  R  sobre  la  circunferencia. 

3.  Traza  el  angulo  central  COR  y  el  inscrito  CAR,  tal  que  subtien¬ 
dan  el  mismo  arco  CR. 

4.  Usa  la  opcion  «  angulo  »  para  medir  el  angulo  central  Z  COR  y 
el  inscrito  Z  CAR. 

5.  iQue  observas?^Que  relacion  hay  entre  la  medida  del  angulo 
inscrito  y  la  medida  del  angulo  central?  Compara  tus  resulta- 
dos  con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir  con  la  si¬ 
guiente  propiedad: 

La  medida  de  un  angulo  inscrito  en  una  circunferencia  es  la 
mitad  de  la  medida  del  angulo  central  que  subtiende  igual 
arco. 

b)  Ahora  construye  una  circunferencia  tal  que  los  angulos  inscritos 
ZAPB  y  ZAQB  subtienden  el  mismo  arco  AB. 

^Que  relacion  hay  entre  la  medida  de  los  dos  angulos  inscritos? 
Compara  tus  resultados  con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coin¬ 
cidir  con  la  siguiente  propiedad: 

Los  angulos  inscritos  que  cortan  el  mismo  arco  son  iguales. 

c)  Construye  una  circunferencia  y  dibuja  un  diametro  BC.  Locali¬ 
za  un  punto  A  sobre  la  circunferencia  y  unelo  a  cada  extremo  del 
diametro.  De  esta  manera,  has  dibujado  un  angulo  inscrito  ZCAB 
que  subtiende  una  semicircunferencia.  ^Cuanto  mide  este  angulo? 
Compara  tu  resultado  con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coinci¬ 
dir  con  la  siguiente  propiedad: 

Los  angulos  inscritos  en  una  semicircunferencia  miden  90°. 

d)  Enseguida,  vas  a  construir  una  circunferencia  con  un  angulo  cen¬ 
tral  ZCOB  y  uno  semiinscrito  ZDCB  que  subtiendan  el  mismo 
arco,  tal  y  como  se  muestra  en  la  figura.  Mide  estos  angulos.  iQue 
observas?  iQue  relacion  hay  entre  la  medida  del  angulo  semiinscri¬ 
to  y  la  medida  del  angulo  central? 


GeoGebra 


C 
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Compara  tu  resultado  con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente  propiedad: 


La  medida  de  un  angulo  semiinscrito  en  una  circunferencia  es  la  mitad  de  la  medida  del  angulo 
central  que  subtiende  igual  arco. 


e) 


Finalmente,  construye  una  circunferencia  y  dibuja  un  diametro.  Traza 
una  semirrecta  tangente  en  un  extremo  del  diametro.  De  esta  manera, 
has  dibujado  un  angulo  semiinscrito  ZBCD  que  subtiende  una  semi- 
circunferencia.  Mide  este  angulo.  iQue  observas?  Compara  tu  resul¬ 
tado  con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente 
propiedad: 


Los  angulos  semiinscritos  que  tienen  un  lado  que  contiene  a  un  diametro  miden  90°. 


Ejemplo  1 

Obten  la  medida  de  los  angulos  indicados  en  cada  figura. 


100° 

0C  =  — ^ —  =  50°,  porque  un  angulo  inscrito  es  igual  a  la  mitad  del  angulo  central 

que  subtiende  el  mismo  arco. 

100°  ^ 

(3  =  — 2 —  =  50°,  por  la  misma  razon  anterior. 

a  =  2  x  38°  =  76°,  pues  a  es  un  angulo  central  con  igual  arco  que  el  angulo  inscrito 
ZQPS. 

(X  =  35°,  ya  que  ambos  subtienden  un  arco  igual  al  de  un  angulo  central  de  70°. 


Solucion 


b) 

c) 


Ejemplo  2 

Identifica  los  arcos  iguales  en  cada  figura. 


a)  AB  =  DC  Corresponden  a  angulos  centrales  iguales  por  ser  opuestos  por  el  vertice. 

b)  AD  =  BC  Por  la  misma  razon  senalada  en  a). 
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c)  AB  =  CD.  Al  trazar  radios  a  partir  de  los  puntos  C  y  B,  y  apli- 
cando  la  propiedad  del  triangulo  isosceles  y  de  los  angulos  inte- 
riores  de  un  triangulo,  se  observa  que  ambos  arcos  determinan 
angulos  centrales  iguales  a  30°. 

d)  AB  =  BC.  AB  se  opone  a  un  angulo  central  de  30°  y  BC  tambien 
se  opone  a  un  angulo  de  30°  (  =  90°  -  60°). 


EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 


2.  Obten  la  medida  de  los  angulos  indicados  en  cada  figura. 


En  los  ejercicios  3  a  10  determina  la  medida  de  los  angulos  indicados. 
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O  Q  Propiedades  de  rectas  y  segmentos 
*  en  una  circunferencia 


Realiza  la  siguiente  actividad  para  que  explores  algunas  propiedades  de  rectas  y  segmentos  de  la 
circunferencia. 


Actividad  13 


a)  Primero  descubriras  la  relacion  entre  las  cuerdas  y  sus  angulos 

centrales.  Para  ello,  realiza  lo  siguiente: 

Vas  a  construir  con  Geogebra,  una  circunferencia  que  contenga 

dos  cuerdas  iguales  tal  y  como  se  muestra  en  la  figura.  Puedes 

seguir  el  siguiente  procedimiento: 

1.  Usa  la  opcion  circunferencia  y  traza  una. 

2.  Localiza  dos  puntos  A  y  B,  en  la  parte  superior  de  la  circunfe¬ 
rencia  y  traza  la  cuerda  AB. 

3.  Localiza  un  punto  C  sobre  la  circunferencia  en  la  parte  infe¬ 
rior. 

4.  Usa  la  opcion  compas.  Da  clic  en  A,  clic  en  B  y  clic  en  C.  Apa- 
recera  otra  circunferecnia. 

5.  Encuentra  el  punto  de  interseccion  entre  las  dos  circunferen- 
cias.  Llamalo  D.  Traza  la  cuerda  CD  y  oculta  las  dos  circunfe- 
rencias. 

6.  Traza  los  radios  OA,  OB,  OC  y  OD. 

7.  Mide  los  angulos  /.BOA  y  ACOD. 

8.  iQue  observas?  Compara  tus  resultados  con  el  grupo.  Estos 
resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente  propiedad: 


GeoGebra 


Si  dos  cuerdas  de  una  circunferencia  son  iguales,  entonces  de- 
terminan  dos  angulos  centrales  iguales. 

b)  A  continuacion,  descubriras  dos  propiedades  relativas  a  las  cuer¬ 
das  y  el  centra  del  circulo.  Puedes  seguir  el  siguiente  procedi¬ 
miento: 

1.  Construye  la  cuerda  AB  (repite  los  pasos  1  y  2  de  la  construc¬ 
tion  anterior. 

2.  Traza  una  perpendicular  a  la  cuerda  que  pase  por  el  centra 
de  la  circunferencia.  Marca  con  M  el  punto  de  interseccion 
entre  la  cuerda  y  la  perpendicular. 

3.  Compara  las  longitudes  AM  y  MB.  ^Que  observas?  Compara 
tus  resultados  con  el  grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir 
con  la  siguiente  propiedad: 

La  perpendicular  que  va  del  centro  de  una  circunferencia  a  una 
cuerda,  pasa  por  el  punto  medio  de  esta;  es  decir,  es  la  mediatriz 
de  la  cuerda. 


WBMIPOUGONOS  Y  CIRCUIMFERENCIA  •  UNIDAD  VI 


4.  Repite  los  pasos  necesarios  para  construir  dos  cuerdas  igua- 
les  y  traza  a  cada  una  la  perpendicular  que  pase  por  el  cen¬ 
tra. 

5.  Mide  y  compara  las  distancias  (medidas  a  lo  largo  de  las 
perpendiculares)  desde  el  centra  hasta  las  cuerdas.  iQue 
relacion  hay  entre  estas  distancia?  Compara  tus  resultados 
con  el  resto  del  grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir  con 
la  siguiente  propiedad: 


Dos  cuerdas  iguales  de  una  circunferencia  son  equidistantes  desde  el  centra  de  la  circunferen- 
cia.  Es  decir,  las  distancias  entre  las  cuerdas  y  el  centra  son  iguales. 


c) 


A  continuacion,  descubriras  dos  propiedades  relativas  a  las  tan- 
gentes. 

Recuerda  que  la  tangente  a  una  circunferencia  es  una  recta  en 
el  piano  de  la  circunferencia  que  intersecta  a  la  circunferencia 
exactamente  en  un  punto.  El  punto  en  el  que  la  tangente  toca  a 
la  circunferencia  se  llama  punto  de  tangencia. 

Para  explorar  con  Geogebra  las  propiedades  de  estas  tangentes, 
puedes  seguir  el  siguiente  procedimiento: 

1.  Construye  una  circunferencia  y  localiza  sobre  ella  el  punto 
de  tangencia  T. 

2.  Usa  la  opcion  « tangente  »,  a  continuacion  da  clic  en  el  pun¬ 
to  T  y  clic  sobre  la  circunferencia  (aparecera  la  tangente). 

3.  Traza  el  radio  OT  y  localiza  el  punto  R  sobre  la  tangente. 

4.  Mide  el  angulo  Z.RTO,  formado  por  el  radio  y  la  recta 
tangente.  iQue  observas?  Compara  tus  resultados  con  el 
grupo.  Estos  resultados  deben  coincidir  con  la  siguiente 
propiedad: 


La  tangente  a  un  drculo  es  perpendicular  al  radio  trazado  del 
centra  hasta  el  punto  de  tangencia. 

5.  Repite  los  pasos  necesarios  para  construir  ahora,  una  cir¬ 
cunferencia  pero  con  dos  rectas  tangentes. 

6.  Encuentra  el  punto  de  interseccion  entre  las  dos  rectas  tan¬ 
gentes. 

7.  Mide  y  compara  las  longitudes  de  los  seg- 
mentos  tangentes  Tl I  y  T2L  iQue  relacion 
hay  entre  estas  longitudes?  Compara  tus 
resultados  con  el  resto  del  grupo.  Estos  re¬ 
sultados  deben  coincidir  con  la  siguiente 
propiedad: 

Propiedad  de  los  segmentos  tangentes.  Los 

segmentos  tangentes  a  una  circunferencia  desde 
un  punto  fuera  de  la  circunferencia,  son  iguales. 


T  i 


MATE  M  ATI  CAS  III  •  GEOMETRIA  Y  TRIGOIMOMETRIAl  WSWM 


6.9  EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos 
y  propiedades  de  esta  leccion. 

2.  En  la  figura  adjunta,  MN  y  MP  son  tangentes  a  la 
circunferencia.  Determina: 

Zx  = _ 

y= _ 

3.  En  la  figura  adjunta,  AD  es  tangente  tanto  a  la  cir¬ 
cunferencia  de  centra  B  como  a  la  circunferencia 
de  centra  C.  Calcula: 

Aw  = 


M 


6.10 


Area  de  paralelogramos, 
triangulos  y  trapecios 


Lee  atentamente  la  siguiente  informacion  relacionada  con  el  area.  Resuelve  lo 
solicitado. 

El  area  de  una  figura  plana  es  el  numero  de  unidades  cuadradas  que  pueden  acomo- 
darse  de  manera  que  llenen  la  figura  completamente. 

Determina  las  unidades  cuadradas  de  las  siguientes  figuras: 


I 

1 

1 

unidad 

1 

cuadrada 

1 — 1  — 1 
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A  continuacion  recordaremos  la  formula  para  calcular  el  area  de  un  rectangulo. 
Considera  las  seis  unidades  cuadradas  indicadas. 


Aqui  hay  seis  unidades  cuadradas 


Aqui  hay  3x2  =  6  unidades 
cuadradas 


Area  de  un  rectangulo.  El  area  de  un  rectangulo 
de  base  b  y  altura  h  esta  dada  por  la  formula  bh. 


Lee  con  atencion  la  siguiente  informacion  relativa  a 
los  paralelogramos. 

Altura 

En  un  rectangulo,  cualquier  lado  puede  llamarse  base. 


Base 


Base 


Altura 


En  el  caso  de  un  paralelogramo,  tambien  cualquier  lado 
puede  ser  la  base.  Sin  embargo,  la  altura  de  un  paralelo¬ 
gramo  no  es  necesariamente  un  lado.  Mas  bien,  la  altu¬ 
ra  es  la  longitud  de  cualquier  segmento  con  extremo  en 
el  lado  opuesto  a  la  base  y  perpendicular  a  dicha  base. 


Sigue  los  pasos  para  para  formar  un  rectangulo  a  partir 
de  un  paralelogramo. 

Paso  1.  Traza  la  altura  en  el  punto  indicado 

Paso  2.  Recorta  el  triangulo  formado  y  colocalo  en  el  otro 
extremo.  De  esta  manera  se  forma  un  rectangulo.  ^Como  son 
las  areas  del  paralelogramo  y  del  rectangulo?  Debes  observar 
que  la  base  y  la  altura  del  rectangulo  son  iguales  que  la  base  y 
la  altura  del  paralelogramo  original. 


PASO  2 
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Como  las  areas  del  rectangulo  y  del  paralelogramo  son  iguales,  el  area  del  paralelogramo  es  base  x  altura. 
Esto  puede  resumirse  como  sigue: 

Area  de  un  paralelogramo.  El  area  de  un  paralelogramo  se  expresa  por  la  formula  A  =  bh,  donde 
A  es  el  area,  b  es  la  longitud  de  la  base,  y  h  es  la  altura  del  paralelogramo. 


A  continuation  sigue  los  pasos  siguientes  para  descubrir  la  formula  del  area  de  un  triangulo. 


Paso  1.  Dibuja  un  rectangulo  y  un  paralelogramo.  Traza  en  ambas  figuras  una  diagonal.  De  esta  forma 
cada  figura  queda  dividida  en  dos  triangulos  congruentes  y  por  consiguiente  triangulos  de  igual  area. 


Paso  2.  Traza  la  altura  en  cada  figura.  Observa  que,  tanto  la  base  como  la  altura  del  rectangulo  y  del  para¬ 
lelogramo  coinciden  con  las  de  los  triangulos  en  los  que  se  han  dividido.  Con  las  observaciones  hechas, 
y  considerando  que  tanto  el  area  del  rectangulo  como  del  paralelogramo  es  base  x  altura,  escribe  una 
expresion  para  el  area  de  uno  de  los  triangulos. _ 


Tus  conclusiones  deben  coincidir  con  lo  siguiente: 

Area  de  un  triangulo.  El  area  de  un  triangulo  se  expresa  por  la  formula  ^  _  bh 
donde  A  es  el  area,  b  es  la  longitud  de  la  base,  y  h  es  la  altura  del  triangulo.  2 


Ahora,  dibuja  dos  trapecios  iguales,  recortalos  y  colocalos  de  tal  manera  que  formen  un  parale¬ 
logramo. 


h 


■bn 


H 


I -  b2 - 1 

^Cual  es  la  longitud  de  la  base  del  paralelogramo? _ ^Cual  es  la  altura? _ Usa  tus 

respuestas  para  escribir  una  expresion  para  el  area  del  paralelogramo.  Despues,  usa  la  expresion  del  area 

del  paralelogramo  para  escribir  una  expresion  para  el  area  de  un  trapecio. _ 

Tus  conclusiones  deben  coincidir  con  lo  siguiente: 
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(b  +  b  )h 

Area  de  un  trapecio.  El  area  de  un  trapecio  se  expresa  por  la  formula  A  =  — 1  -  2 — 
donde  A  es  el  area,  bx  y  b2  son  las  longitudes  de  las  dos  bases,  y  h  es  la  altura  del  trapecio. 


Estudia  el  siguiente  ejemplo: 


Ejemplo 

Calcular  el  area  sombreada  de  las  siguientes  figuras. 
a)  b) 


Solucion 


a)  Dos  maneras  de  resolver: 

Primera.  Como  area  del  trapecio:  A  =  —  +  _  93 

Segunda.  Sumando  areas  de  los  tres  triangulos: 

(6x8)  (10  x  10) 

2  x  v  ’  +  A — — L  =  48  +  50  =  98 

b)  Dos  maneras  de  resolver 

Primera.  Restando  areas  de  rectangulos: 

(7.5  x  18)  -  (5  x  12)  =  135  -  60  =  75  cm2 


Segunda.  Sumando  areas  de  los  cuatro  trapecios: 


2  x 


(18+  12)  (2.5)' 


+  2  x 


(7.5  +  5) 


(3) 


7 

V; 

- * - 

3  cm 

12  cm 

- 7T - tT 

3  cm 

2.5  cm 
5  cm 
2.5  cm 


=  37.5  +  37.5  =  75  cm2 
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6.10  EJERCICIOS 


•  Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 

•  Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 

•  Competencia  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 


2.  En  los  ejercicios  a)  a  d)  calcula 
el  area  de  cada  figura.  Hazlo  de 
dos  formas  distintas  en  las  figu- 
ras  que  tienen  lineas  interiores. 

a)  22 


b) 

V2 


a/2 


3. 


Encontrar  el  area  de  la  region  sombreada. 

a)  _ 17  cm 


5  cm 

1.5  cm 

4  cm 

4  cm 

b)  | - 9  cm 


13  cm 


c)  12  cm 


4  cm 


20  cm 


d) 


un  rombo. 

(Sugerencia:  Area  del  rombo  =  Area  del  A ABC  +  Area  del  A AEB  ) 


>B 


>d 
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6.11 


Area  y  perimetro:  poligonos  regulares, 
circunferencia  y  circulo 


Lee  atentamente  la  siguiente  informacion  relacionada  con  peri- 
metros  y  areas. 

El  perimetro  de  un  poligono  regular  es  la  suma  de  sus  n  lados. 

P  =  £  +  £  +  ...  +  l  =  n  veces  £  =  nt 


Ejemplo 

Para  un  pentagono:  P  =  5i 

El  centra  de  un  poligono  regular  es  el  centro  de  su  circunferencia  cir- 
cunscrita. 


Apotema  de  un  poligono  regular  es  el  segmento  perpendicular  tra- 
zado  desde  el  centro  del  poligono  a  uno  de  sus  lados.  La  apotema  es 
la  mediatriz  del  lado  correspondiente.  Las  apotemas  de  un  poligono 
regular  son  iguales. 

En  la  figura  de  la  derecha,  el  centro  del  poligono  es  O. 

OF  es  la  apotema. 


D 


Puedes  dividir  un  poligono  regular  en  triangulos  isosceles  iguales,  di- 
bujando  segmentos  desde  el  centro  del  poligono  a  cada  vertice. 

Sigue  los  pasos  siguientes  para  descubrir  la  formula  del  area  de  un  poli¬ 
gono  regular.  Completa. 

Area  de  cada  triangulo:  la 

~Y 

Area  del  poligono:  5  (J"L)  -  ^fl 
pero,  5£  es  el _ del  poligono 


Area  de  un  poligono  regular.  El  area  de  un  poligono  regular  es 
igual  a  perimetro  por  apotema  sobre  dos. 


En  formula  se  expresa  como  A  = 


Pa 
2  ' 


donde  A  es  el  area,  y  P  es  el  perimetro. 


Ahora,  analicemos  la  longitud  de  la  circunferencia.  Es  comun  usar  la  palabra  circunferencia  para  refe- 
rirnos  en  realidad  a  su  longitud.  La  circunferencia  se  mide  en  unidades  lineales,  tales  como  centimetres, 
metros,  etc.  No  obstante,  una  circunferencia  no  es  recta;  cambia  constantemente  su  direccion.  ^Como 
podriamos  medirla  con  una  regia?  Podemos  colocar  un  pedazo  de  cordon  cuidadosamente,  de  manera 
que  coincida  con  la  circunferencia;  cortarlo  y  despues  ponerlo  sobre  una  regia.  Sin  embargo,  este  me- 
todo,  nos  daria  solamente  un  valor  aproximado.  Necesitamos  una  formula  para  encontrar  la  longitud 
de  la  circunferencia,  en  terminos  de  longitudes  que  puedan  medirse  facilmente,  tales  como  el  radio  y  el 
diametro.  La  respuesta  a  esta  cuestion,  se  encuentra  con  la  definicion  del  ttumero  phi  (tt). 
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El  numero  71,  surge  apartir  del  siguiente  hecho:  Si  dividimos  la  longitud 
de  dos  o  mas  circunferencias  entre  sus  respectivos  diametros,  obtendre- 
mos  siempre  el  mismo  resultado  y  es  a  este  resultado  constante  al  que 
se  le  llama  n. 


Ci 

D, 


=  constante  =  n 


El  numero  71,  es  un  numero  irracional  por  lo  que  su  parte  decimal  es  infi- 
nita  y  no  periodica.  Debido  a  que  este  numero  con  sus  primeros  cinco 
decimales  es  3.14159...,  se  acostumbra  usar  el  siguiente  valor  para  71: 

7t  =  3.1416 


Entonces,  ya  podemos  calcular  la  longitud  de  una  circunferencia  C  cual- 
quiera,  con  diametro  D: 


C 


\ 


por  lo  tanto: 

C  =  nD  =  7t(2r)  =  2nr 


Para  establecer  una  formula  para  el  area  de  un  circulo, 
se  considera  que  la  longitud  de  la  circunferencia  y  el 
area  del  circulo  son  respectivamente  los  Hmites  de  los 
perimetros  y  areas  de  poligonos  regulares  inscritos. 

Si  n  — »  oo 
a  — »  r 

P  — >  27tr 


Asi,  el  area  de  un  circulo  puede  obtenerse  reemplazando,  en  la  expresion  EEi,  los  valores  2nr  en  lugar  de 
P,  y  r  en  lugar  de  a.  Esto  conduce  a:  (2nr)r  _  7  2, 

2  Kr 


Entonces: 

(  2-7Tr)r 

El  area  de  un  circulo  se  expresa  por  la  formula  A  =  v  '  =  nr2,  donde  Ay  r  son  el  area  y  el  radio 
del  circulo  respectivamente. 

Estudia  el  siguiente  ejemplo: 

Ejemplo 

Calcular  el  area  sombreada  de  las  siguientes  figuras. 


16.6  cm 
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Solucion 


a)  r  =  Vl22  +  52  =  Vl44  +  25  =  VI69"  =  13 

Area  del  drculo  menos  area  del  hexagono: 

(3.1416  xl32)  -  ^6x21°-)  (12)  =  530.9  -  360  =  170.9 


12 


b)  Primero,  encuentra  el  area  de  todo  el  octagono. 

8  x  16.6  x  20 


,  .  ,  ,  (Pa) 

Area  del  octagono  =  — ^ — 


=  1328 


Si  dividimos  el  octagono  en  ocho  triangulos  isosceles  ( los  cuales  son  iguales),  entonces 

la  parte  sombreada  constituye  del  octagono. 

8 

As!  pues,  el  area  sombreada  es:  —  (1328  cm2)  =  996  cm2 

8 


6 


EJERCICIOS 


Aspecto  a  evaluar:  Actividad  de  evaluacion  intermedia 
Evidencia:  Reporte  escrito  de  resolucion  de  ejercicios  y  problemas 
Competencies  o  atributo  a  evaluar:  6.4  y  6 


1.  Anota  en  tu  diccionario  los  principales  conceptos  y  propiedades  de  esta  leccion. 

2.  En  los  ejercicios  siguientes  determinar  el  area  de  cada  region  sombreada. 


3.  Calcular  el  area  de  un  cuadrado  si  el  radio  de  la  circunferencia  circunscrita 
a  el  es  de  10  cm. 

4.  Si  el  area  de  un  cuadrado  es  81,  calcular: 

a)  Su  lado. 

b)  Su  perimetro 

c)  El  radio  de  la  circunferencia  inscrita. 

d)  El  radio  de  la  circunferencia  circunscrita. 
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EXAMEN  6  (PROBLEMARIO) 


Aspecto  a  evaluar:  Producto  integrador  de  la  unidad 
Evidencia:  Examen  (problemario) 

Competencia  o  atributo  a  evaluar:  2  y  4 


INSTRUCCIONES:  Resuelve  los  siguientes  problemas,  como  pre¬ 
paration  para  evaluar  lo  indicado.  En  cada  respuesta  se  debe  incluir 
el  razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 

Problema  1.  Los  cimientos  de  concreto  de  una  casa  tienen  una 
forma  rectangular  un  poco  mayor  que  el  rectangulo  de  la  casa.  En 
estos  cimientos,  el  contratista  debe  localizar  cuatro  puntos,  A,  B,  C 
y  D,  que  seran  las  esquinas  de  la  casa.  Estos  cuatro  puntos  deben  lo- 
calizarse  con  precision  para  que  ABCD  sea  un  rectangulo  perfecto. 
Despues  de  medir  para  hacer  que  AB  =  CD  y  AD  =  BC,  el  paso  si- 
guiente  es  medir  las  diagonales.  Si  AC  =  BD,  entonces  ABCD  es  un 
rectangulo.  Explique  porque  es  correcto  este  procedimiento. 

Problema2.  ^Cual  es  la  longitud  de  x  en  la  figura? 


Problema  3.  En  una  placa  de  acero 
se  van  a  taladrar  unos  agujeros  como  se 
muestra  en  la  figura. 

a)  Si  Ax  =  37°,  encuentrese  A2 

b)  Si  Ax  =  43°,  encuentrese  A2 


Problema  4.  En  la  figura,  A ABC  es  isosceles, 
CA  A  AB,  B  esta  sobre  el  lado  AD  y  AADC  =  30°. 
Haciendo  centra  en  D  traza  el  arco  BE.  Si  el  area 
de  A ABC  es  de  18  cm2,  calcula  el  area  de  la  region 
sombreada. 


Problema  5.  La  relacion  de  los  radios  de  dos 
circulos  concentricos  es  1:  3.  Si  AC  es  un  dia- 
metro  del  circulo  mas  grande,  BC  es  una  cuerda 
del  cfrculo  mas  grande  que  es  tangente  al  circulo 
mas  pequeno,  y  AB  =  12,  encuentre  el  radio  del 
circulo  mas  grande. 


D 


\  D  / 

Jc 
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EXAMEN  SEMESTRAL  (PROBLEMARIO) 


INSTRUCCIONES:  Resuelve  los  siguientes 
problemas,  como  preparacion  para  evaluar  lo 
indicado.  En  cada  respuesta  se  debe  incluir  el 
razonamiento  seguido  para  llegar  a  la  solucion. 


Aspecto  a  evaluar:  Producto  integrador  del  curso 
Evidencia:  Examen  (problemario) 

Competencia  o  atributo  a  evaluar:  2 


Problema  1.  Las  personas  que  trabajan  en  los  oficios  de  construccion  a  veces  necesitan  desviar 
su  construccion  en  torno  a  los  obstaculos.  Apesar  de  que  a  menudo  utilizan  desplazamientos  sim¬ 
ples  de  90°,  45°  o  30°,  otros  angulos  a  veces  son  necesarios  en  areas  donde  el  espacio  es  limitado. 
Un  trabajador  de  la  construccion  necesita  reorientar  un  tubo  subterraneo  con  el  fin  de  evitar  los 
sistemas  de  raices  de  dos  arboles. 

Es  necesario  levantar  el  camino  de  su  tubo  de  23  pulgadas  sobre  una  distancia  de  mas  de  86  pulga¬ 
das,  y  luego  continuar  en  un  curso  paralelo  a  la  de  la  tuberia  original.  ^Que  angulos  debe  cortar  para 
lograr  esto? 


C 


D 


23  pulgadas 


C 


3Q 


86  pulgadas 

Cuando  una  seccion  de  tuberia  se  corta  en  un  angulo,  la 
seccion  transversal  es  una  elipse.  Si  una  de  las  dos  piezas 
resultantes  es  girada  180  grados  alrededor  del  eje  que  atra- 
viesa  el  centro  del  tubo  y  luego  se  vuelve  a  colocar,  las  sec- 
ciones  transversales  elipticas  coinciden  entre  si,  de  modo 
que  las  dos  tuberias  pueden  unirse  suavemente. 

Un  segundo  corte  sera  necesario  para  enviar  la  tuberia 
en  la  direccion  original.  Los  angulos  marcados  Theta  son 
iguales  en  la  medida,  como  son  los  angulos  marcados  phi. 

Para  proceder,  el  instalador  de  tuberias  necesita  encontrar 
los  dos  angulos  en  los  que  cortar  los  materiales,  asi  como 
la  longitud  C  de  la  pieza  de  conexion.  Determina  tales  me- 
didas. 

Problema  2.  En  la  figura,  AB  ||  DE  y  DF  _L  CE.  De¬ 
termina  el  perimetro  de  A  CDE.  Explica  completamente 
como  encontraste  tus  respuestas  y  como  sabes  que  estan 
conectadas. 


Problema  3.  Tres  circunferencias  tangentes  exte- 
riormente  entre  si  tienen  radios  de  1.0  cm,  2.0  cm  y  3.0 
cm.  Calcula  el  perimetro  del  triangulo  formado  por  los 
tres  puntos  de  tangencia. 

Problema  4.  Si  A ABD  es  equila- 
tero  de  lados  igual  a  4,  determinar  el 
area  en  bianco. 


J 
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